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Resumo
A presente dissertac¸a˜o estuda a dinaˆmica uni e tridimensional de uma part´ıcula solita´ria eletricamente
carregada sob a ac¸a˜o de uma onda eletrosta´tica de alta frequeˆncia lentamente modulada. A onda dota a
part´ıcula de energia potencial ele´trica e o seu movimento e´ conhecido atrave´s do emprego do formalismo
hamiltoniano, onde se faz a considerac¸a˜o de efeitos relativ´ısticos devido a`s altas velocidades envolvidas
no processo. Enquanto a velocidade ma´xima experimentada pela part´ıcula permanece suficientemente
abaixo da velocidade de fase caracter´ıstica da onda que a acelera, sua dinaˆmica pode ser bem descrita
por uma refinada aproximac¸a˜o ponderomotriz. Com esta abordagem, preveˆ-se corretamente a velocidade
me´dia, ma´xima e mı´nima desenvolvida pela part´ıcula ao longo de seu movimento atrave´s das curvas que
permeiam e envelopam o perfil de velocidade. Os limites de validade da aproximac¸a˜o sa˜o bem estabe-
lecidos e, uma vez ultrapassados, a part´ıcula com velocidade ressonante e´ capturada pela onda. Sob
as adequadas condic¸o˜es calculadas neste trabalho, o mecanismo de captura instala, espontaneamente, a
part´ıcula em fase o´tima relativa a onda e a acelera a velocidades muito pro´ximas da velocidade da luz
no va´cuo. Em consonaˆncia, o processo de acelerac¸a˜o e´ otimizado com a focagem da part´ıcula em direc¸a˜o
ao eixo de propagac¸a˜o da onda durante um certo intervalo de tempo e de comprimento aproveita´veis.
Palavras-chave: onda eletrosta´tica, aceleradores, dinaˆmica na˜o linear, potencial ponderomotriz
ii
Abstract
The present dissertation studies the one and three-dimensional dynamics of an electrically charged
solitary particle under the action of a slowly modulated high frequency electrostatic carrier wave. The
wave gives the particle electrical potential energy and its movement is known through the use of Ha-
miltonian formalism, where relativistic effects are considered due to the high velocities involved in the
process. Meanwhile the maximum speed experienced by the particle remains sufficiently below the cha-
racteristic phase velocity of the accelerating carrier wave, its dynamics can be well described by a refined
ponderomotive approach. With this approach, the average, maximum and minimum speed developed
by the particle along its movement through the curves that permeate and envelop the velocity profile.
The limits of validity of the approximation are well established and, once exceeded, the particle with
resonant velocity is captured by the wave. Under the appropriate conditions calculated in this work, the
capture mechanism spontaneously installs the optimum phase particle relative to the wave and accele-
rates towards the speed of light in the vacuum. At same time, the acceleration process is optimized by
focusing the particle towards the wave propagation axis for a certain usable time interval and length.
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11 Introduc¸a˜o
O processo de acelerac¸a˜o de part´ıculas carregadas demanda, em geral, o controle minucioso da escolhaadequada da escala de comprimento que atenda a` velocidade final desejada para as part´ıculas. Esta
caracter´ıstica e´ herdada desde os primeiros modelos de aceleradores eletrosta´ticos como, por exemplo,
os aceleradores Cockcroft-Walton[1] e Van de Graaff[2] cujo comprimento caracter´ıstico mencionado e´
a distaˆncia entre os eletrodos. Ja´ para os aceleradores eletromagne´ticos[3], o comprimento ideal pode
ser o tamanho caracter´ıstico dos guias de ondas - para os que aproveitam de frequeˆncias na escala de
radio, por exemplo[4; 5] - ou mesmo a distaˆncia percorrida pelas part´ıculas capturadas em aceleradores
baseados na excitac¸a˜o de campos em plasmas (wakefields accelerators)[6]. A dispersa˜o do feixe carregado
nestes aceleradores eletromagne´ticos e´ um fenoˆmeno natural. Ao longo da viagem que visa acelera´-las, as
part´ıculas sa˜o arremessadas perpendicularmente a` direc¸a˜o de propagac¸a˜o da onda aceleradora tipicamente
por space-charge ou efeitos ponderomotivos transversais. Este comportamento e´ muito indesejado. As
part´ıculas precisam ficar pro´ximas ao eixo do dispositivo acelerador. E´ onde os campos sa˜o mais intensos
e a acelerac¸a˜o e´ coerentemente guiada e controlada. E´ comum a utilizac¸a˜o de estruturas magne´ticas
inteligentemente arranjadas nos dispositivos aceleradores para evitar tal comportamento e manter o
feixe alinhado ao eixo de transporte[7; 8; 9; 10].
Existem muitos processos na dinaˆmica de plasmas que envolvem o conceito de forc¸a ou potencial
ponderomotivo, que representa o efeito de campos eletromagne´ticos de alta frequeˆncia no movimento
lento das part´ıculas que compo˜e o plasma[11]. A forc¸a ponderomotiva governa a dinaˆmica do centro
de oscilac¸a˜o das part´ıculas e pode ser deduzida por ana´lise perturbativa de primeira ordem na forc¸a de
Lorentz em torno do centro de oscilac¸a˜o[12]. Considerando os efeitos de segunda ordem com relac¸a˜o
ao campo ele´trico, essa forc¸a tem lugar quando a escala ra´pida de tempo (referente a`s varia´veis de
alta frequeˆncia) e´ mais curta do que a escala modulacional (ou lenta). Deve-se isto ao fato de a forc¸a
ponderomotiva impor aos ele´trons que sejam acelerados na mesma direc¸a˜o do gradiente do mo´dulo
quadrado da amplitude do campo ele´trico, mas no sentido contra´rio. Ou seja, os ele´trons do plasma
tendem a afastar-se de regio˜es onde o campo ele´trico e´ mais intenso, da´ı a dispersa˜o e reflexa˜o de um
feixe que tenta penetrar em uma regia˜o de intensidade de campo ele´trico crescente[12; 13].
A aproximac¸a˜o ponderomotiva, proposta para tratar da dinaˆmica na˜o linear da part´ıcula em interac¸a˜o
com o campo ele´trico de alta frequeˆncia, sugere uma mudanc¸a de perspectiva e proveˆ a descric¸a˜o do
sistema em termos de um conjunto autoconsistente de varia´veis de baixa frequeˆncia. Uma vez que a
forc¸a ponderomotriz - responsa´vel por este esta´gio da dinaˆmica - e´ um campo vetorial gradiente[14], o
sistema gerado por ela e´ conservativo. Desta maneira, observa-se a simetria temporal nos entes destinados
a descrever o movimento da part´ıcula u´nica e exclusivamente em func¸a˜o das varia´veis de baixa frequeˆncia.
A aproximac¸a˜o tem limite de validade bem estabelecido e corresponde muito bem a` dinaˆmica completa
enquanto as part´ıculas encontram-se em regime distante do ressonante com a onda aceleradora. A
correspondeˆncia entre as descric¸o˜es suporta a compreensa˜o da fenomenologia na˜o linear encarada neste
estudo como fruto da forc¸a ponderomotiva. O procedimento de obtenc¸a˜o da aproximac¸a˜o baseia-se na
remoc¸a˜o dos termos de alta frequeˆncia do hamiltoniano. O sucesso do procedimento se da´ atrave´s de uma
transformac¸a˜o canoˆnica cuidadosamente constru´ıda para este fim. Os termos remanecentes que formulam
o hamiltoniano transformado, i.e, os que sobrevivem a` remoc¸a˜o de toda e qualquer menc¸a˜o a escalas
ra´pidas de tempo, configuram um sistema conservativo cuja simplicidade propicia, ale´m da previsa˜o
de alguns resultados imediatos sobre, ate´ mesmo, dinaˆmica completa, a conclusa˜o da impossibilidade
de ganho l´ıquido de energia cine´tica (quando comparados o estado inicial e final de movimento) pelas
part´ıculas durante a regeˆncia do regime ponderomotivo. Entretanto, este per´ıodo causa um ajuste
espontaˆneo da fase da part´ıcula em relac¸a˜o a onda e, otimizando os paraˆmetros do problema, a acelerac¸a˜o
da part´ıcula e´ observada quando a dinaˆmica ponderomotiva na˜o e´ mais va´lida. A este evento chamamos
de quebra da dinaˆmica ponderomotiva.
O presente trabalho discorre sobre a proposta[15] de um sistema alternativo de acelerac¸a˜o de part´ıculas.
Uma part´ıcula solita´ria1 e´ posta a interagir com uma onda eletrosta´tica de alta frequeˆncia com ampli-
1Embora a presente dissertac¸a˜o trate da dinaˆmica de uma part´ıcula, referir-se-a´, possivelmente, a esta como um plasma.
2tude lentamente modulada. Tanto para dinaˆmica unidimensional tratada no Cap´ıtulo 2 quanto para a
tridimensional tratada no Cap´ıtulo 3, a interac¸a˜o proporciona a` part´ıcula treˆs regimes poss´ıveis de mo-
vimento. Cada um destes regimes e´ visitado de acordo com o ajuste dos paraˆmetros e condic¸o˜es iniciais
impostas a part´ıcula. O regime mais fecundo a ser explorado e´ aquele que resulta na captura da part´ıcula
pela onda apo´s um per´ıodo ponderomotivo inicial que, espontaneamente, coloca-a em condic¸a˜o resso-
nante. Quando ajustada a`s condic¸o˜es o´timas, a quebra da dinaˆmica ponderomotiva pode ejetar ele´trons
com energia cine´tica que se aproxima da escala de GeV, mesmo para moderados valores de amplitude
ma´xima da onda[16]. Ale´m disso, este ajuste pode, espontaneamente e simultaneamente a` eficiente ace-
lerac¸a˜o, focar a part´ıcula na direc¸a˜o do eixo de propagac¸a˜o da onda aceleradora por um certo per´ıodo
de tempo e comprimento aproveita´veis. E ainda, destacando-se dos beat wave accelerators[7; 17; 18], o
sistema proposto causa a acelerac¸a˜o independentemente da fase inicial da part´ıcula com relac¸a˜o a onda.
Dividiu-se a dissertac¸a˜o na explorac¸a˜o, em primeiro, na forma unidimensional - destinada a desen-
volver familiaridade com os poss´ıveis regimes da dinaˆmica, seu alcance e principais caracter´ısticas - e,
em segundo, na forma tridimensional que adiciona um perfil transversal a onda. O mecanismo de troca
de energia cine´tica entre as dimenso˜es do espac¸o de configurac¸a˜o e´ o foco principal desta dissertac¸a˜o e
visa a ampliac¸a˜o do estudo unidimensional atribuindo realidade a`s soluc¸o˜es simuladas numericamente.
2
32 Modelo unidimensional
O presente cap´ıtulo destina-se ao estudo da dinaˆmica unidimensional de uma part´ıcula carregadasob regime relativ´ıstico interagindo com uma onda eletrosta´tica de alta frequeˆncia e lentamente
modulada. A simplicidade visa apresentar o problema e sintetizar familiaridade para com os aspectos do
movimento, poss´ıveis regimes e principais resultados.
2.1 O modelo de potencial unidimensional
S eja um sistema constitu´ıdo de uma onda eletrosta´tica e uma part´ıcula de teste carregada e solita´ria.A onda eletrosta´tica viaja ao longo de um eixo de refereˆncia inercial nomeado pela coordenada x
onde se localiza a part´ıcula. A part´ıcula, com velocidade diferente de zero, penetra na regia˜o onde ha´
a influeˆncia do potencial providenciado pela onda com total chance de choque, uma vez que e´ injetada
considerando-se apenas uma dimensa˜o. A onda sera´ representada pelo potencial
ϕ(x, t) = ϕ0e
− x2
σ2 cos(kx− ωt), (2.1.1)
de onde o campo ele´trico longitudinal escolhido, viajando no sentido de crescimento do eixo x, e´ obtido
via ~E(x, t) = −∇ϕ(x, t). A f´ısica desse tipo de onda eletrosta´tica modulada e´ similar a de part´ıculas
submetidas a ac¸a˜o combinada de campos eletromagne´ticos colineares e de wiggler. Esse tipo de arranjo e´
comumente visto em dispositivos de free-electron laser.[19; 20; 21]. O fator de amplitude ϕ0 e´ uma cons-
tante positiva e corresponde ao valor ma´ximo de potencial que pode ser experimentado pela part´ıcula1.
Os paraˆmetros da onda sa˜o o nu´mero de onda k e a frequeˆncia angular ω. A modulac¸a˜o e´ representada
pelo fator exponencial gaussiano, onde o paraˆmetro σ e´ o comprimento caracter´ıstico do envelope de
onda. A escolha dos paraˆmetros deve ser tal que o potencial comece a apresentar sinais de modulac¸a˜o
para pontos muito distantes da origem espacial do sistema de refereˆncias em que esta´ assentado. Este
regime e´ conhecido como de lenta modulac¸a˜o. Para garanti-lo, observemos o comportamento da func¸a˜o
de potencial em sua representac¸a˜o em se´rie de poteˆncias. Basta que a expansa˜o seja feita na coorde-
nada espacial para concluir o que se quer. Utilizando a identidade trigonome´trica que se refere a func¸a˜o
cosseno calculada para uma soma, podemos identificar
cos(kx− ωt) = sin(ωt) sin(kx) + cos(ωt) cos(kx).
Usando as expanso˜es conhecidas para as func¸o˜es seno e cosseno em se´rie de poteˆncia ate´ 4a ordem - o
que e´ suficiente para a presente ana´lise - segue







(kx)4 cos(ωt) + ... .
A expansa˜o em se´rie de mesma natureza para a func¸a˜o envolvida com o potencial e−
x2
σ2 cos(kx − ωt) e´
facilmente obtida e o resultado e´
e−
x2





























cos(ωt) + ... .
1
∣∣∣∣e− x2σ2 cos(kx− ωt)∣∣∣∣ ≤ 1 ∀ (x, t) ∈ R2.
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Esta´-se interessado em calcular alguma relac¸a˜o entre os paraˆmetros presentes na func¸a˜o de potencial
de modo que Para que a imagem da func¸a˜o modulada e−
x2
σ2 cos(kx− ωt) varie pouco significativamente
da imagem da func¸a˜o na˜o modulada cos(kx − ωt) numa vizinhanc¸a suficientemente pro´xima da origem
espacial (regime de modulac¸a˜o lenta) parece conveniente que, para essa vizinhanc¸a, os coeficientes das
poteˆncias de mesmo grau de ambas as func¸o˜es variem pouco significativamente tambe´m. Assim, os
termos de baixa poteˆncia em (kx) (que, afinal, tem decisa˜o sobre a imagem da func¸a˜o nas vizinhanc¸as
da origem) de ambas as func¸o˜es devem ter coeficientes cujo valor e´ pro´ximo. Comparando termo a
termo das expanso˜es, o quanto antes as poteˆncias de (kσ) crescerem em valor sera´ o quanto antes os
coeficientes se assemelham. Uma condic¸a˜o que produz o regime de interesse e´, portanto, kσ →∞. Isso
parece garantir que os coeficientes da func¸a˜o modulada convirjam rapidamente para os coeficientes da
func¸a˜o na˜o modulada em uma vizinhanc¸a ta˜o grande quanto se queira da origem. Supomos, portanto,
que σ  1/k de modo a valer a condic¸a˜o de modulac¸a˜o lenta. Abaixo sa˜o mostrados dois gra´ficos que
ilustram o potencial (2.1.1) para o instante de tempo fixo t = 0. O gra´fico em azul exibido no quadro
(a) da FIG 2.1 foi gerado para (usando o SI) σ = 10 m, k = 1 m−1, ω = 1 s−1 e ϕ0 = 1 V e mostra que
na auseˆncia da condic¸a˜o de modulac¸a˜o lenta a onda eletrosta´tica na˜o apresenta valores significativos de
potencial ja´ para o intervalo |x| > 2σ. Ja´ o gra´fico em azul exibido no quadro (b) desta mesma figura,
onde σ = 100 m, k = 1 m−1, ω = 1 s−1 e ϕ0 = 1 V e, portanto, faz-se valer a condic¸a˜o de modulac¸a˜o
lenta, a onda na˜o se parece modulada suficientemente perto da origem. Se parece, na verdade, com a
pro´pria func¸a˜o cos(x). Os sintomas de modulac¸a˜o sa˜o evidenciados somente alguns comprimentos de
onda a` direita e a` esquerda da origem. As curvas pontilhadas em preto em ambos os gra´ficos sa˜o os
envelopes da curva de potencial constru´ıdos apenas pelo gra´fico da gaussiana na˜o modulada pelo cosseno.
O aspecto observado entre a curva de potencial e os envelopes e´ assim porque, para x σ, os pontos de
ma´ximo e mı´nimo da func¸a˜o de potencial, isto e´, o conjunto
{
x0 ∈ R | ∂ϕ∂x (x0, t) = 0
}
, acabam sendo a









































FIG. 2.1: Gra´ficos do potencial (2.1.1) no instante de tempo t = 0 s. Os gra´ficos foram constru´ıdos para k = 1 m−1, ω = 1 s−1,
ϕ0 = 1 V, (a) σ = 10.0 e (b) σ = 100.0 . O eixo horizontal mostra a coordenada x medida em metros e o eixo vertical o potencial
medido em volts.
Conhecida a forma funcional do potencial, emprega-se o formalismo hamiltoniano a fim de obter
as equac¸o˜es na forma canoˆnica de Hamilton que ditam a evoluc¸a˜o das varia´veis dinaˆmicas que identifi-
cam univocamente uma dada configurac¸a˜o do sistema (posic¸a˜o e velocidade da part´ıcula). Para fazeˆ-lo,
identifica-se a func¸a˜o lagrangiana que o representa.
Seja uma part´ıcula dotada de carga q e massa m localizada pelo vetor x em um referencial inercial.
Uma vez considerados efeitos relativ´ısticos, tal part´ıcula sob influeˆncia de uma energia potencial do tipo







A forma funcional do termo cine´tico (que conte´m a velocidade x˙ = dx˙/dt da part´ıcula) motiva-se por-
que: (i) no limite na˜o-relativ´ıstico, onde se pode considerar a velocidade da part´ıcula muito inferior a
4
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que fornece exatamente o termo cine´tico usual ao lagrangiano na teoria na˜o-relativ´ıstica; e (ii) as equac¸o˜es





 = −∇U(x, t)
que e´ a Segunda Lei de Newton com a devida correc¸a˜o relativ´ıstica na massa da part´ıcula. A adic¸a˜o de
uma constante real ao lagrangiano na˜o modifica as equac¸o˜es de movimento. Portanto, a parcela −mc2
presente na expansa˜o e´ ignora´vel pois gera apenas um lagrangiano equivalente ao usual.
Dito isto, a part´ıcula carregada sob ac¸a˜o do potencial (2.1.1) tem sua dinaˆmica regida pelo lagrangiano







σ2 cos(kx− ωt). (2.1.2)
E´ conveniente, antes de prosseguir, que as coordenadas eleitas para descrever a dinaˆmica bem como seus
paraˆmetros caracter´ısticos passem por um processo de adimensionalizac¸a˜o. Esta estrate´gia e´ corriqueira e
melhor exibe os resultados sem a preocupac¸a˜o com sistemas de unidades. As coordenadas e os paraˆmetros
adimensionais sera˜o, por ora, indicados por uma barra subscrita. Definindo
x¯ = kx, t¯ = ωt, e σ¯ = kσ,









⇒ x˙ = vφ ˙¯x.
I.e, a velocidade da part´ıcula e´ adimensionalizada pela velocidade de fase da onda eletrosta´tica. Segue
que: (i) se ˙¯x < 1, enta˜o um referencial ligado a part´ıcula percebe uma fase fixa da onda passando por
si; (ii) se ˙¯x = 1 o regime e´ ressonante, a part´ıcula acompanha a fase fixa da onda; e (iii) se ˙¯x > 1 o
referencial ligado a part´ıcula encontra-se em posic¸a˜o adiantada a` fase fixa e, portanto, percebe essa fase
se afastando de si no sentido de decrescimento do eixo x. A unidade de energia do lagrangiano vem do
fator mc2, que e´ a mesma unidade do fator de amplitude qϕ0. Prosseguindo com o processo, tomando
as adimensionalizac¸o˜es
L = mc2L¯ e qϕ0 = mc2ϕ¯0







o lagrangiano se reescreve para











1− α ˙¯x2 − ϕ¯0e− x¯
2
σ¯2 cos(x− t)









σ2 cos(x− t). (2.1.5)
A partir de agora a barra sobrescrita sera´ omitida para economizar a notac¸a˜o, mas todas as varia´veis
e quantidades tratadas devem ser entendidas - a menos que se enuncie o contra´rio - como adimensionais.
O pro´ximo passo e´ obter o hamiltoniano fazendo uma transformac¸a˜o de Legendre no lagrangiano (2.1.5).
1A notac¸a˜o c ira´ significar a velocidade da luz no va´cuo toda vez que for mencionada nesta dissertac¸a˜o. No SI,
c = 3× 108m/s.
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O processo de adimensionalizac¸a˜o que levou ao lagrangiano (2.1.5) garante que toda sequeˆncia do



















e, enta˜o, a relac¸a˜o entre o momento conjugado e a velocidade da part´ıcula se da´ pela expressa˜o
p = αx˙ γ(x˙). (2.1.7)
A inversa˜o da equac¸a˜o (2.1.7) e´ capaz de expressar a velocidade da part´ıcula u´nica e exclusivamente como
func¸a˜o da coordenada de momento conjugado. Pore´m, e´ mais conveniente que, antes, reescreva-se o fator
relativ´ıstico unicamente como func¸a˜o do momento conjugado. Isto porque a dependeˆncia funcional do
lagrangiano na velocidade da part´ıcula e´ concentrada no fator relativ´ıstico. Supondo conhecido γ = γ(p),
i.e, o fator de Lorentz como func¸a˜o unicamente do momentum, de (2.1.7) podemos reescrever x˙ = p/γα







)2 ⇒ γ2 = γ2
γ2 − p2α











Com (2.1.8), pode-se atualizar (2.1.7) e obter a velocidade da part´ıcula unicamente em func¸a˜o do mo-
mento conjugado:
p = αγ(p)x˙⇒ x˙(p) = p
αγ(p)
. (2.1.9)
O hamiltoniano H(x, p, t) e´ obtido atrave´s de
H(x, p, t) = x˙(p).p− L(x, x˙(p), t).
Efetuando as operac¸o˜es, segue de (2.1.5) e de (2.1.9) que





































σ2 cos(x− t) (2.1.10)
e´ o hamiltoniano para o sistema tratado. E´ simples notar que o hamiltoniano, embora na˜o conservado,
ainda e´ a energia total do sistema pois e´ a soma da energia cine´tica da part´ıcula (γ) com a energia
potencial que experimenta (ϕ).
6
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2.1.1 Equac¸o˜es de evoluc¸a˜o do sistema unidimensional
Em ma˜os do hamiltoniano (2.1.10) estamos aptos a obter as equac¸o˜es que ditam a evoluc¸a˜o dinaˆmica
da posic¸a˜o da part´ıcula bem como de seu momento conjugado. As equac¸o˜es de movimento na forma












A primeira equac¸a˜o, que da´ a velocidade da part´ıcula, invoca apenas uma derivac¸a˜o parcial com respeito
ao momento conjugado p da part´ıcula cuja dependeˆncia expl´ıcita na hamiltoniana concentra-se apenas















































que e´ a pro´pria equac¸a˜o (2.1.9) obtida anteriormente. E´ seguro reparar que esta relac¸a˜o e´ exatamente
a obtida entre a velocidade e o momento linear de uma part´ıcula na dinaˆmica relativ´ıstica. A outra
equac¸a˜o de Hamilton exige derivac¸a˜o parcial com relac¸a˜o a` posic¸a˜o, cuja dependeˆncia se concentra na
































cos(x− t) + sin(x− t)
]
.

















cos(x− t) + sin(x− t)
]
. (2.1.14)
O texto a seguir destina-se a estudar brevemente alguns aspectos anal´ıticos interessantes do sistema
constitu´ıdo pelas equac¸o˜es (2.1.13) e (2.1.14). Primeiramente, a velocidade da part´ıcula define-se para
qualquer valor real de momentum. Isto porque α2 + αp2 > 0. Como p2 ≥ 0, α > 0 e o sinal de
desigualdade na˜o e´ alterado pela multiplicac¸a˜o por um fator na˜o-negativo podemos usar que αp2 ≥ 0.
Somando α2 e salvando o adendo que tanto α2 quanto αp2 sa˜o parcelas positivas e, portanto, e´ imposs´ıvel
que α2 + αp2 = 0, o sinal de desigualdade apenas se altera de ≥ para > e a raiz quadrada pode ser
tomada livremente. Garantida a existeˆncia, nota-se ainda que a velocidade e´ uma func¸a˜o mono´tona do













> 0 ,∀ p ∈ R,
garante o regime estritamente crescente da velocidade com o momentum conjugado. Na teoria rela-
tiv´ıstica e´ bem observado o limite de velocidade inferior a c. Portanto, sem surpresa, a velocidade e´
uma func¸a˜o limitada do momentum. De fato, somando a parcela positiva αp2 em ambos os membros da
7
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desigualdade α2 > 0, obte´m-se α2 + αp2 > αp2. Aliada ao fato de no intervalo y ∈ (0,+∞) as func¸o˜es√
y e 1/y serem ambas mono´tonas e, respectivamente, estritamente crescente e estritamente decrescente,
nota-se que
√
α2 + αp2 > |p|√α ⇒ 1√
α2+αp2





. Como, por definic¸a˜o, 0 <
√
α2 + αp2, o lado esquerdo da u´ltima expressa˜o nada mais e´











Este fato poderia ter sido previsto desde o processo de adimensionalizac¸a˜o feito anteriormente. A veloci-
dade dimensional x˙ da part´ıcula foi atada a` adimensional x˙ pela velocidade de fase da onda de potencial
atrave´s da expressa˜o
x˙ = vφx˙.
Munindo a expressa˜o de adimensionalizac¸a˜o reexibida acima com a so´lida previsa˜o |x˙| < c da teoria
relativ´ıstica, seguramente ∣∣x˙∣∣ < c
vφ
que se simplifica para (2.1.15) se lembrarmos da definic¸a˜o do paraˆmetro α em (2.1.3).
Observemos a equac¸a˜o (2.1.14) para x < 0. A` medida que a posic¸a˜o x da part´ıcula aumenta, o valor
do fator exponencial aproxima-se de 1, porque depende do quadrado de x que e´ decrescente para x < 0.
Enquanto isto, a parcela da func¸a˜o cos(x− t) perde amplificac¸a˜o cada vez que cos(x− t) < 0 e a parcela
referente ao ϕ0 sin(x − t) ganha dominaˆncia sobre a taxa de variac¸a˜o do momentum. Desta maneira, o
momentum deve oscilar com amplitude cada vez maior a` medida que a part´ıcula se aproxima da origem.
Pela dependeˆncia expl´ıcita na equac¸a˜o (2.1.13), a velocidade da part´ıcula, portanto, deve comportar-se
da mesma maneira. Na vizinhanc¸a da origem, o termo que acompanha o cos(x− t) na equac¸a˜o (2.1.14)
e´ desprez´ıvel e o momentum (e a velocidade, portanto) passam a oscilar com a dominaˆncia completa de
comportamento do termo ϕ0 sin(x− t). Assim, a amplitude de oscilac¸a˜o de velocidade sera´ sempre maior
quanto mais pro´ximo da origem a part´ıcula chegar. Supondo que ate´ esse trecho a part´ıcula na˜o tenha
entrado em ressonaˆncia com a onda, dois comportamentos podem ocorrer: ou x continua aumentando
e a part´ıcula atravessa a origem assumindo x > 0, ou x volta a diminuir e permanece o regime x < 0.
A primeira situac¸a˜o deve ocorrer quando a velocidade inicial da part´ıcula for tal que a dote de energia
cine´tica suficiente para ultrapassar qualquer barreira de potencial que possa experimentar na vizinhanc¸a
da origem. Ja´ a segunda e´ quando tal barreira e´ intranspon´ıvel e a part´ıcula e´ refletida. Em qualquer
uma das opc¸o˜es, o fator exponencial vai sendo novamente atenuado de maneira que a amplitude da
velocidade tendera´ a diminuir. Portanto, seja qual for o destino da part´ıcula, sua dinaˆmica encerra
com a velocidade constante. Como sera´ discutido com mais detalhes na pro´xima sec¸a˜o, a part´ıcula e´
injetada na regia˜o de interac¸a˜o com o potencial em um ponto muito distante da origem, fazendo valer
x0 < 0. Assim, devido a` forte modulac¸a˜o que o potencial e´ fadado nessa regia˜o, inicialmente sua energia
e´ puramente concentrada na forma cine´tica. Ainda, qualquer que seja o destino da part´ıcula (um dentre
treˆs poss´ıveis, como sera´ mostrado), o regime final de sua dinaˆmica se da´, tambe´m, muito distante da
origem e vale o mesmo argumento para a concentrac¸a˜o da energia puramente na forma cine´tica. Assim,
o ganho l´ıquido de energia poderia ser calculado como
∆H = lim
t→∞ H(t)−H(0) = limt→∞ γ(t)− γ(0) = ∆γ. (2.1.16)
Portanto, a variac¸a˜o global de energia (que e´ a variac¸a˜o global da energia cine´tica da part´ıcula) pode ser
positiva, negativa ou mesmo nula. Outra ressalva importante se da´ para o intervalo de tempo particular
em que a part´ıcula esta´ interagindo com a onda nas proximidades da origem. Nesta, a onda esta´ livre
de modulac¸o˜es. Para analisar corretamente as implicac¸o˜es disto, vamos criar o funcional definido por
S(H, p) = H− p e estudar sua taxa de variac¸a˜o temporal na vizinhanc¸a da origem. Tomando a derivada
temporal e lembrando do resultado bem conhecido de que a taxa total com que o hamiltoniano varia no



























2.1 O modelo de potencial unidimensional 9




I.e, a` dinaˆmica na vizinhanc¸a da origem, esta´ associada a quantidade (aproximadamente) conservada
S(H, p) = H − p. Esta caracter´ıstica nos permitira´ futuramente fazer concluso˜es importantes acerca do
fenoˆmeno de captura da part´ıcula.
2.1.2 Simulac¸o˜es das soluc¸o˜es nume´ricas do modelo unidimensional
Esta sec¸a˜o destina-se a explorar simulac¸o˜es de soluc¸o˜es nume´ricas do sistema f´ısico em estudo. A soluc¸a˜o
das equac¸o˜es de movimento foram obtidas por uma rotina escrita em Fortran90 que implementa o famoso
me´todo de soluc¸a˜o de sistemas de equac¸o˜es diferenciais ordina´rias conhecido como Runge Kutta de 4a
ordem e um programa escrito no software Mathematica.
Paraˆmetros
Comecemos discutindo as escolhas de valores dos paraˆmetros sobreviventes a adimensionalizac¸a˜o.
Como anteriormente enfatizado, esta´-se interessado no regime de modulac¸a˜o lenta. O cara´cter oscilato´rio
da energia potencial deve ser atenuado lentamente a medida que a regia˜o de interac¸a˜o entre a part´ıcula
e o potencial afasta-se do ponto de origem do sistema de refereˆncias. A simulac¸a˜o de tal situac¸a˜o
e´ deixada a` cargo do valor do paraˆmetro σ que, por essa raza˜o, deve ser cuidadosamente escolhido.
Como discutido anteriormente, a condic¸a˜o σk >> 1 (aqui usa-se o σ dimensional) reproduz a situac¸a˜o
desejada. Fazendo a adimensionalizac¸a˜o σ¯ = kσ, segue imediatamente que σ¯ >> 1. Por essa raza˜o, o
valor do comprimento caracter´ıstico de envelope foi tomado σ = 100 (valendo aqui a omissa˜o da barra
sobrescrita) para todas as simulac¸o˜es subsequentes. Temos a liberdade desta escolha pois este e´ apenas
um fator de escala do problema. O paraˆmetro α relaciona-se com as caracter´ısticas da onda eletrosta´tica.
Como mencionado, na acelerac¸a˜o da part´ıcula e´ crucial o atingimento do regime de ressonaˆncia entre
a velocidade de fase da onda e a velocidade da part´ıcula. Portanto, devemos observar sempre vφ < c
uma vez que do contra´rio a ressonaˆncia seria imposs´ıvel. Assim, conforme (2.1.3), o paraˆmetro α deve
respeitar a condic¸a˜o 0 < α < 11. Por estar envolvido com a limitac¸a˜o de velocidade conforme exibido
em (2.1.15), devemos investigar o efeito da faixa de valores poss´ıveis escolhida para α nesta limitac¸a˜o.
Uma vez que ambas as func¸o˜es 1/
√
y e −y sa˜o mono´tonas estritamente decrescentes em y ∈ (0, 1), e´ fato
que
0 < α < 1⇒ 1√
α
> 1⇒ − 1√
α
< −1.
Portanto, para cada valor dado de α, o respectivo valor ma´ximo de velocidade imposto pela teoria
relativ´ıstica aqui normalizada (|x˙max(α)| = 1/
√
α) obedece:
x˙max(α) ∈ (−∞,−1) ∪ (1,∞)⇒ |x˙max(α)| > 1. (2.1.19)
Portanto, qualquer que seja o valor de α ∈ (0, 1) e´ seguro que nenhum valor de velocidade inicial (v0)
condicionada a |v0| < 1 supere o limite ma´ximo de velocidade real.
Condic¸o˜es iniciais
Estamos interessados na situac¸a˜o em que a part´ıcula penetre na regia˜o de choque de maneira a
interagir lentamente com o potencial da onda. Para tanto, e´ conveniente que escolhamos a posic¸a˜o
inicial das part´ıculas que sera˜o injetadas muito distante de onde a energia potencial comec¸a a afeta´-las
significativamente, i.e, muito distante da origem x = 0. Corroborado por (2.1.14) para o instante inicial
(t = 0), esta condic¸a˜o garante que estaremos a estudar os efeitos do potencial de forma na˜o tendenciosa
uma vez que a part´ıcula penetrara´ na regia˜o de choque como uma part´ıcula livre. Portanto, uma posic¸a˜o
inicial - em mo´dulo - da ordem de grandeza de alguns σ’s garante ma´ximo aproveitamento do estudo das
influeˆncias do potencial proposto. De acordo com (2.1.1), a onda desloca-se para o sentido de crescimento
do eixo de propagac¸a˜o. A fim de fazer com que a part´ıcula tente penetrar a regia˜o de ma´xima amplitude
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da onda, nas futuras simulac¸o˜es a posic¸a˜o inicial da part´ıcula sera´ x0 = −3.5 σ. Isso garante que todos
os resultados futuramente apresentados sa˜o independentes de qualquer fase relativa inicial entre a onda
e a part´ıcula. (As caracter´ısticas listadas da condic¸a˜o inicial de posic¸a˜o sa˜o, ale´m de importantes no
presente estudo, necessa´rias porque existem inomogeneidades espaciais na func¸a˜o de potencial. Se assim
na˜o o fosse, uma alterac¸a˜o na condic¸a˜o inicial de posic¸a˜o nada mais seria do que uma translac¸a˜o r´ıgida no
sistema de coordenadas.) Assim posto, veˆ-se que a condic¸a˜o de posic¸a˜o inicial e´ decisiva para a soluc¸a˜o do
sistema dinaˆmico. Portanto, as caracter´ısticas listadas acima sera˜o mantidas para todas as simulac¸o˜es de
movimento das part´ıculas, uma vez que situac¸o˜es diferentes na˜o sa˜o de interesse da presente dissertac¸a˜o.
Ta˜o importante quanto a condic¸a˜o de posic¸a˜o inicial e´ a condic¸a˜o inicial de velocidade das part´ıculas
analisadas. Como sera´ mostrado a diante, a condic¸a˜o inicial de velocidade e´ um valor decisivo para os
treˆs regimes poss´ıveis identificados para o movimento. Em consonaˆncia com a condic¸a˜o inicial de posic¸a˜o
muito a` esquerda da origem, a velocidade inicial das part´ıculas sera´ tomada como positiva uma vez que
devem ir de encontro a`s regio˜es de inatividade da modulac¸a˜o do potencial da onda eletromagne´tica.
Portanto, e conforme exibido em (2.1.19), e´ seguro limitar os valores iniciais de velocidade sempre ao
intervalo v0 ∈ (0, 1).
As simulac¸o˜es feitas exploram a evoluc¸a˜o dinaˆmica da part´ıcula sob influeˆncia do potencial (2.1.1)
a` luz de treˆs aspectos: evoluc¸a˜o temporal da velocidade, evoluc¸a˜o do espac¸o de fase e influeˆncia dos
diferentes valores atribu´ıdos aos paraˆmetros sobreviventes a` adimensionalizac¸a˜o. A menos que se anuncie
o contra´rio, estaremos usando os valores σ = 100.0 e x0 = −3, 5 σ em todas as simulac¸o˜es. O efeito
de muda´-los - dentro da exigeˆncia que lhes cabe - seria apenas uma alterac¸a˜o na escala do problema.
Uma vez fixada a posic¸a˜o inicial e o comprimento caracter´ıstico de envelope da onda, a soluc¸a˜o das
equac¸o˜es (2.1.13) e (2.1.14) foi gerada para diversos valores de velocidade inicial e demais paraˆmetros.
Primeiramente, comec¸amos as simulac¸o˜es fixando o valor α = 0.81. Lembrando de sua definic¸a˜o
em (2.1.3), a escolha deste valor significa que estamos a considerar que a velocidade de fase da onda e´,





0.81 = 0, 9c = 90%c.
A escolha do valor do paraˆmetro α deve ser sempre assistida pela conexa˜o com a velocidade de fase.
Observadas as condic¸o˜es que devem ser exigidas aos citados paraˆmetros, quer-se, enta˜o, solucionar nu-
mericamente as equac¸o˜es do sistema em presente estudo para diferentes valores de velocidade inicial a fim
de investigar o destino das part´ıculas a` medida que interagem com a onda. Aproveitando da limitac¸a˜o








⇒ √αx˙ ∈ (−1, 1).
Ou seja, se expressarmos a velocidade adimensional em unidades de α−1/2, ganharemos a normalizac¸a˜o
da velocidade para o intervalo (−1, 1) que e´ o equivalente a` normalizac¸a˜o da velocidade dimensional
com a velocidade da luz no va´cuo. E´ claro, pois a velocidade dimensional vdim e´ adimenionalizada
pela velocidade de fase. Normalizando-a com a velocidade da luz no va´cuo, a velocidade adimensional
normaliza-se com o fator α−1/2:











Portanto, expressar as velocidades adimensionais em unidades de α−1/2 e´ o mesmo que normalizar
as dimensionais pela velocidade da luz no va´cuo. Assim, exploraram-se nas simulac¸o˜es nume´ricas as
velocidades em unidades de α−1/2.
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Mapa de Paraˆmetros
A fim de estudar os poss´ıveis regimes do movimento de acordo com a escolha de condic¸o˜es inici-
ais e paraˆmetros, fez-se um mapa de paraˆmetros da velocidade de ejec¸a˜o da part´ıcula para cada dada
velocidade inicial e amplitude ma´xima de potencial da onda. O mapa - obtido numericamente e cons-
tru´ıdo com, aproximadamente, 1.200.000 pontos-soluc¸a˜o do sistema das equac¸o˜es (2.1.13) e (2.1.14) -
e´ exibido na FIG 2.1.1. Destacam-se treˆs regio˜es: (i) Uma vez que a velocidade inicial da part´ıcula e´
sempre positiva, a regia˜o de colorac¸a˜o azulada representa um regime reflexivo, pois as velocidades de
ejec¸a˜o ali assinaladas sa˜o negativas; (ii) Na auseˆncia de acelerac¸a˜o significativa, i.e., para velocidades
de ejec¸a˜o inferiores a 90%c , destaca-se na regia˜o acinzentada um regime passante. Nesta, a veloci-
dade de ejec¸a˜o da part´ıcula e´ a mesma de injec¸a˜o; (iii) O regime de acelerac¸~ao e´ representado pela
regia˜o amarelada/alaranjada/avermelhada que exibe as velocidades de ejec¸a˜o vf > 0.9c. As regio˜es de
maior eficieˆncia, i.e., assinaladas por velocidades de ejec¸a˜o superiores a 99%c, esta˜o representadas pela
colorac¸a˜o avermelhada mais intensa.























FIG. 2.1.1: Mapa da velocidade de ejec¸a˜o da part´ıcula para σ = 100.0, α = 0.81. A colorac¸a˜o azulada (acinzentada) representa o
regime reflexivo (passante), amarelada/alaranjada velocidades entre 0.9c e 0.99c e a colorac¸a˜o avermelhada representa as velocidades
superiores a 0.99c. Os pontos rotulados representam regimes do movimento explorados em mais detalhes.
O mapa permite uma visa˜o global do movimento da part´ıcula. O valor ma´ximo de amplitude da
onda so´ e´ decisivo no processo de determinac¸a˜o da velocidade mı´nima necessa´ria para a qual a part´ıcula
encontra-se no regime de acelerac¸a˜o, aproximadamente, na regia˜o (ϕ0, v0) ∈ (0.0, 0.4)×(0.55, 0.9). Nesta,
a velocidade mı´nima referida decresce com o aumento de amplitude ma´xima, ou seja, quanto menor a
amplitude ma´xima maior e´ a velocidade mı´nima necessa´ria para acelerar a part´ıcula. A partir deste,
a fronteira entre os regimes reflexivo/passante do de acelerac¸a˜o se apresenta para uma reta vertical
imagina´ria em v0 ≈ 0.55α−1/2 e independe da amplitude ma´xima. Como evidenciado pela colorac¸a˜o
vermelha intensa, a zona de maior eficieˆncia em cara´ter acelerativo1 e´ a vizinhanc¸a de uma reta vertical
imagina´ria centrada em v0 ≈ 0.6α−1/2. A eficieˆncia se mante´m inalterada a` medida que a amplitude
ma´xima de potencial cresce, denunciando que o ajuste deste paraˆmetro para o melhor aproveitamento
da regia˜o de acelerac¸a˜o e´ limitado. A regia˜o do regime de acelerac¸a˜o e´ polu´ıda por uma matriz de
regio˜es escuras de alta ineficieˆncia acelerativa, que tem a forma de meias-luas. As meias-luas escuras sa˜o
intercaladas por meias-luas claras, que acusam o regime acelerativo. A quantidade destas que encima
um dado ponto do mapa faz refereˆncia, como se vera´ mais adiante, ao nu´mero de oscilac¸o˜es caracter´ıstico
do movimento da part´ıcula. Os ve´rtices dessas meias-luas parecem seguir linhas imagina´rias ao longo
do eixo de variac¸a˜o da amplitude ma´xima de potencial. Um vez nesta regia˜o, a part´ıcula e´ capturada
pela onda mas na˜o apresenta velocidade final configurada como acelerada. Estas regio˜es fazem parte da
regia˜o de regime passante. O regime passante na auseˆncia de captura se extingue para a regia˜o ϕ0 ≥ 1.0.
Tal regime so´ e´ visitado uma vez que a part´ıcula seja lanc¸ada com velocidade inicial tal que se encontre
em uma das regio˜es escuras em formato de meia-lua presentes na regia˜o de acelerac¸a˜o, mas nestas sofre
a captura.
1De fato, a velocidade ma´xima obtida pela simulac¸a˜o e´ 0.9952c para a velocidade inicial 0.5622c e amplitude ma´xima
de 0.6420.
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FIG. 2.1.2: Nos quadros (a) e (b) e´ exibida a evoluc¸a˜o temporal da velocidade da part´ıcula lanc¸ada com, respectivamente (a)
v0 = 0.3α
−1/2 e (b) v0 = 0.5α−1/2. O eixo horizontal representa o instante de tempo e o vertical a velocidade em unidades de
α−1/2. Nos quadros (c) e (d) e´ exibido o espac¸o de fase do movimento da part´ıcula lanc¸ada com, respectivamente (c) v0 = 0.3α−1/2
e (d) v0 = 0.5α
−1/2. O eixo horizontal representa a posic¸a˜o da part´ıcula em unidades de σ e o vertical a velocidade em unidades de
α−1/2. A linha verde em todos os quadros representa a velocidade de ressonaˆncia. Os paraˆmetros utilizados em todos os quadros
sa˜o σ = 100.0, α = 0.81 e ϕ0 = 0.5 com a condic¸a˜o inicial x0 = −3.5σ.
Os gra´ficos exibidos na FIG. 2.1.2 exploram em detalhes a dinaˆmica da part´ıcula referente aos pon-
tos 2a e 2b do mapa FIG. 2.1.1. O quadro (a) mostra a evoluc¸a˜o temporal da velocidade da part´ıcula
desde a sua injec¸a˜o com velocidade inicial v0 = 0.3α
−1/2 ate´ a ejec¸a˜o, denunciada pela estabilidade da
velocidade final. De fato, a velocidade final estabiliza para o mesmo valor em mo´dulo da de injec¸a˜o, mas
com sinal contra´rio. A part´ıcula e´ refletida pela onda, portanto. Pelo espac¸o de fase do movimento para
a mesma velocidade de injec¸a˜o exibido no quadro (c) desta figura, a part´ıcula comec¸a movimentando-se
em direc¸a˜o a origem do sistema de refereˆncias. Aproximando-se o suficiente da origem - onde o potencial
perde modulac¸a˜o - interage fortemente com os valores aprecia´veis de mı´nimos e ma´ximos de potencial e
tem sua velocidade variando com alta frequeˆncia, como e´ a de variac¸a˜o do potencial uma vez negligen-
ciada a modulac¸a˜o. Ate´ que, em certo ponto, e´ refletida, passa a afastar-se da origem e segue viagem
encaminhando-se para sua velocidade terminal v0 = −0.3α−1/2. Nesse regime, a part´ıcula e´ privada de
ganho l´ıquido de energia. A energia cine´tica, que e´ puramente o fator γ no sistema de unidades norma-
lizado em uso, depende apenas do mo´dulo quadrado da velocidade. Assim, segundo (2.1.16), calculamos
∆H = ∆γ = 0. A energia cine´tica que encerra sua dinaˆmica e´ a mesma do in´ıcio de seu movimento. A
mesma auseˆncia de ganho l´ıquido de energia cine´tica acontece para o movimento inciado com a velocidade
de injec¸a˜o v0 = 0.5α
−1/2. Os quadros (b) e (d) sa˜o referentes a esta velocidade inicial. O quadro (b)
exibe a evoluc¸a˜o temporal da velocidade da part´ıcula e mostra que a part´ıcula e´ ejetada com a mesma
velocidade com que foi injetada. Por esta raza˜o, chamamos de passante o presente regime. Do quadro
(d), conclu´ı-se que a velocidade inicial e´ suficiente para dotar a part´ıcula de tal energia cine´tica que na˜o
encontra nenhuma barreira de potencial intranspon´ıvel, mesmo na vizinhanc¸a da origem onde o potencial
assume seus valores ma´ximos. De um modo geral, nos presentes regimes, a part´ıcula globalmente avanc¸a
em direc¸a˜o a` origem executando movimento vibrato´rio de baix´ıssima amplitude e alt´ıssima frequeˆncia
(a densidade dos gra´ficos nestes quadros deixa clara a assinatura de alta frequeˆncia de oscilac¸a˜o) em
12
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torno de uma presente posic¸a˜o (centro-guia) quando, enta˜o, ou e´ refletida por uma barreira de potencial
intranspon´ıvel e passa a globalmente afastar-se da origem pela esquerda com a mesma natureza de mo-
vimento vibrato´rio ou tem energia cine´tica o suficiente para vencer qualquer barreira de potencial que
encontra pela frente e segue viagem afastando-se da origem pela direita. Em ambos os casos, na˜o atinge
a velocidade de ressonaˆncia exibida pela linha verde so´lida nos quadros da figura. E´ percept´ıvel que o
aumento de velocidade inicial acarreta o aumento da velocidade ma´xima experimentada pela part´ıcula,
haja visto que para os quadros (b,d) os maiores valores de velocidade sa˜o mais pro´ximos da linha verde
de ressonaˆncia do que para os quadros (a,c). Este fato e´ previs´ıvel pela maior proximidade do ponto 2b
da regia˜o de acelerac¸a˜o da part´ıcula.
Agora, vamos experimentar gerar simulac¸o˜es de soluc¸a˜o para o dobro do valor da amplitude ma´xima
de potencial usada nas simulac¸o˜es anteriores. A fim de estudar o destino das part´ıculas sob este ajuste,
tomou-se os mesmos valores de paraˆmetros utilizados ate´ o momento, exceto modificando ϕ0 = 1.0, que





























































































FIG. 2.1.3: Nos quadros (a) e (b) e´ exibida a evoluc¸a˜o temporal da velocidade da part´ıcula lanc¸ada com, respectivamente (a)
v0 = 0.3α
−1/2 e (b) v0 = 0.5α−1/2. O eixo horizontal representa o instante de tempo e o vertical a velocidade em unidades de
α−1/2. Nos quadros (c) e (d) e´ exibida o espac¸o de fase do movimento da part´ıcula lanc¸ada com, respectivamente (c) v0 = 0.3α−1/2
e (d) v0 = 0.5α
−1/2. O eixo horizontal representa a posic¸a˜o da part´ıcula em unidades de σ e o vertical a velocidade em unidades
de α−1/2. A linha verde em ambos os quadros representa a velocidade de ressonaˆncia. Os paraˆmetros utilizados sa˜o σ = 100.0,
α = 0.81 e ϕ0 = 1.0 com a condic¸a˜o inicial x0 = −3.5σ.
talhes a dinaˆmica da part´ıcula referente aos pontos 3a e 3b do mapa FIG. 2.1.1. Como previsto, em
ambas as experieˆncias, a part´ıcula encontra-se em regime de reflexa˜o. Observa-se novamente a auseˆncia
de ganho l´ıquido de energia (vf = −v0 ⇒ ∆H = 0). A velocidade inicial v0 = 0.5α−1/2 que anteriormente
(para o caso de ϕ0 = 0.5, FIG. 2.1.2(b)) era capaz de evitar a reflexa˜o da part´ıcula, agora (para o caso
de ϕ0 = 1.0), ja´ na˜o e´ capaz de fazeˆ-lo. A energia cine´tica aproveitada pela part´ıcula injetada com
essa velocidade inicial na˜o e´ mais suficiente para permiti-la cruzar as barreiras de potencial impostas a
sua frente, que agora sa˜o maiores devido ao aumento da amplitude ma´xima da onda. O aumento da
amplitude ma´xima acarreta, tambe´m, a reflexa˜o prematura da part´ıcula. Para a presente situac¸a˜o, como
se veˆ nos quadros (a) e (c), o tempo t = 1500 e´ mais do que suficiente para que a part´ıcula seja ejetada
(estabilize sua velocidade final para vf = −v0). E´ refletida ja´ pela vizinhanc¸a de x = −1.0σ, enquanto
13
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que, para a simulac¸a˜o exibida em FIG. 2.1.2(a,c), e´ preciso esperar ate´ pouco antes t = 2000 para observar
a ejec¸a˜o da part´ıcula somente na vizinhanc¸a de x = −0.4σ ja´ que, nesse caso, a barreira intranspon´ıvel
de potencial esta´ localizada mais pro´xima da origem devido ao valor reduzido de amplitude ma´xima.
Percebe-se, tambe´m, no quadro (d) da figura FIG. 2.1.3 que a proximidade da velocidade ma´xima da
part´ıcula a velocidade de ressonaˆncia causa um aumento na amplitude de seu movimento nas vizinhanc¸as










































































































FIG. 2.1.4: Nos quadros (a) e (b) e´ exibida a evoluc¸a˜o temporal da velocidade da part´ıcula lanc¸ada com, respectivamente (a)
v0 = 0.56α
−1/2 e (b) v0 = 0.57α−1/2. O eixo horizontal representa o instante de tempo e o vertical a velocidade em unidades de
α−1/2. Nos quadros (c) e (d) e´ exibido o espac¸o de fase do movimento da part´ıcula lanc¸ada com, respectivamente (c) v0 = 0.56α−1/2
e (d) v0 = 0.57α
−1/2. O eixo horizontal representa a posic¸a˜o da part´ıcula em unidades de σ e o vertical a velocidade em unidades
de α−1/2. A linha verde em ambos os quadros representa a velocidade de ressonaˆncia. Os paraˆmetros utilizados sa˜o σ = 100.0,
α = 0.81 e ϕ0 = 1.0 com a condic¸a˜o inicial x0 = −3.5σ.
Os gra´ficos exibidos na FIG. 2.1.4 exploram em detalhes a dinaˆmica da part´ıcula referente aos pontos 4a
e 4b do mapa FIG. 2.1.1. O aumento de velocidade inicial faz com que a part´ıcula se aproxime do regime
de acelerac¸a˜o, pois, como exibido no quadro (a) desta figura, a velocidade ma´xima que experimenta quase
alcanc¸a a velocidade de fase da onda. O ponto 4a esta´ exatamente na divisa entre os regimes reflexivo
e acelerador. A mudanc¸a de comportamento da amplitude de movimento agrava-se em comparac¸a˜o
ao mostrado pelo gra´fico FIG. 2.1.3(d). Como exibido no quadro (c), a amplitude sofre um grande
aumento pro´ximo ao ponto de ma´ximo da velocidade da part´ıcula. E´ neste limiar que a dinaˆmica
ponderomotiva se quebra, pois, elevando ligeiramente a velocidade de injec¸a˜o, a part´ıcula, em dado
ponto, atinge a velocidade de fase da onda, como mostrado no quadro (b). Este quadro exibe a evoluc¸a˜o
da velocidade da part´ıcula quando lanc¸ada com velocidade inicial v0 = 0.57α
−1/2, um cente´simo a mais
do que a experieˆncia dos quadros (a) e (c). Uma vez alcanc¸ada a velocidade de fase, a part´ıcula e´
capturada pela onda. Sua velocidade passa a oscilar em conformidade com a oscilac¸a˜o do potencial.
Enquanto atravessa a origem, onde o potencial esta´ livre de modulac¸o˜es, e´ que podemos observar as
alt´ıssimas oscilac¸o˜es de velocidade (vide quadro (d)). Quando comec¸a a afastar-se o suficiente da origem,
o potencial experimentado pela part´ıcula volta a apresentar modulac¸a˜o e na˜o e´ mais capaz de alterar
sua dinaˆmica, ejetando-a com velocidade superior a 99% c. Nesta situac¸a˜o, a velocidade final atingida e´,
aproximadamente, 0.993c o que calcula um ganho de, aproximadamente, ∆v/v0 = 74.2% de velocidade.
O ganho percentual de energia cine´tica fica em torno de ∆γ/γ(0) = 597%.
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Visto isso, e´ tempo de atentarmos o fato de que, conforme exibido pelo mapa FIG. 2.1.1, a presente
velocidade so´ e´ capaz de fazer com que a part´ıcula seja capturada pela onda a partir de um certo valor
de amplitude ma´xima de potencial. E´ interessante que consigamos dar uma boa justificativa para este
fato. Assim, como anteriormente prometido, retornemos a observac¸a˜o feita em (2.1.18). Conclu´ımos
que, na vizinhanc¸a da origem, a dinaˆmica da part´ıcula e´ governada a` luz da conservac¸a˜o do funcional
que se definiu como S(H, p) = H − p. Como a captura acontece exatamente na regia˜o de validade
desta conservac¸a˜o, seremos capazes de, empregando-a, obter uma relac¸a˜o entre os paraˆmetros ϕ0 e α
e a velocidade final de ejec¸a˜o. Podemos calcular a expressa˜o de S(H, p) quando a part´ıcula esta´ no
pico de potencial e atinge a ressonaˆncia e iguala´-la a` expressa˜o calculada quando a part´ıcula esta´ no
vale de potencial com alguma certa velocidade, que tomaremos como a de ejec¸a˜o. Quando ressonante e
localizada no pico de potencial, a part´ıcula tem velocidade x˙ = 1 (devido a normalizac¸a˜o) e percebe o
potencial ϕ = ϕ0. Lembrando que p = αx˙γ, neste ponto, portanto,
S = γ + ϕ0 − αγ = 1− α√
1− α + ϕ0 =
√
1− α+ ϕ0.
Apo´s a captura, no vale de potencial ϕ = −ϕ0, temos
S =
1− αx˙√
1− αx˙2 − ϕ0
de modo que, valendo a conservac¸a˜o,
1− αx˙√
1− αx˙2 − ϕ0 =
√
1− α+ ϕ0. (2.1.20)
Como a velocidade da part´ıcula apo´s a captura e´ pro´xima a velocidade limite c, podemos expandir a
expressa˜o (2.1.20) em torno de x˙ = 1/
√













1− v/c , (2.1.21)








e impondo que a part´ıcula experimente o regime de ressonaˆncia muito eficientemente, i.e, v/c > 0.99,
podemos concluir que a relac¸a˜o que deve ser observada entre a amplitude ma´xima de potencial e o fator













∣∣∣∣ ≤ √25 ≈ 0.2828. (2.1.23)
Substituindo o valor do paraˆmetro que se utilizou ate´ agora α = 0.81, verifica-se ϕ0 ≥ 0.3535 que e´, mais
ou menos, o que observamos no mapa de paraˆmetros. Mais importante do que isso, essa expressa˜o nos
informa que o fator α, assim como σ, e´ um fator de escala do problema[16]. A precisa˜o exigida pode ser
estendida ate´ v/c > 0.99 · · · 9, isto e´, com n algarismos 9 apo´s a v´ırgula (n ∈ N). Escrevendo 0.99 · · · 9








≥ 0.99 · · · 9 = 9
n∑
j=1
10−j = 1− 10−n ⇒ 1− v
c
≤ 10−n.
Portanto, de (2.1.22), segue que, para precisa˜o de ordem n e observando que a presenc¸a da notac¸a˜o de
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Conclui-se, portanto, que a escolha do fator α apenas localiza a regia˜o de acelerac¸a˜o no mapa de
paraˆmetros feito em FIG. 2.1.1. Supondo ϕ0 fixo em (2.1.21), a diminuic¸a˜o de α desloca o ponto






















FIG. 2.1.5: Evoluc¸a˜o temporal da velocidade da part´ıcula lanc¸ada com v0 = 0.6 α
−1/2.
Paraˆmetros utilizados: σ = 100.0, ϕ0 = 1.0 e α = 0.81
Voltando a analisar o quadro
(d) dos gra´ficos de FIG. 2.1.4,
e´ importante perceber que a
ejec¸a˜o eficiente (vf > 99% c)
so´ acontece porque e´ ma-
nifestada em tempo que a
part´ıcula atinge uma regia˜o
de modulac¸a˜o significativa do
potencial (que na˜o e´ capaz
de frena´-la, portanto) e esta´
experimentando um ponto de
ma´ximo da oscilac¸a˜o de velo-
cidade. Pode ser que a cap-
tura ocorra da mesma ma-
neira, mas que a part´ıcula
atinja a regia˜o de modulac¸a˜o
significativa de potencial em
tempo que experimenta uma
velocidade em um dos pi-
cos baix´ıssimos de oscilac¸a˜o.
Nesse caso, a captura na˜o e´
eficiente em termos acelerati-
vos. A part´ıcula e´ ejetada com a mesma velocidade de injec¸a˜o. E´ devido a este fato que existe a matriz de
regio˜es escuras aderida a` regia˜o de acelerac¸a˜o presente no mapa FIG. 2.1.1. Estas regio˜es correspondem
aos regimes a`queles onde a part´ıcula e´ capturada, i.e, sua velocidade ressona com a de fase da onda,
mas a velocidade final, a de ejec¸a˜o, estabiliza para a inicial. Essas regio˜es sa˜o de regime passante, mas
a part´ıcula e´ capturada pelo potencial antes de ser ejetada. Isto na˜o acontece na grande regia˜o cinza
do regime passante. Uma dessas regio˜es ineficientes e´ explorada pelo ponto rotulado por 5 do mapa
FIG. 2.1.1 e e´ exibido na FIG 2.1.5. A part´ıcula e´ injetada com velocidade inicial v0 = 0.6α
−1/2. Ao
atingir a velocidade de fase da onda, e´ capturada por ela e gentilmente ejetada com a mesma velocidade
de injec¸a˜o. A velocidade de ejec¸a˜o e´ a mesma de injec¸a˜o porque nesse tipo de regime na˜o ha´ ganho
l´ıquido de energia cine´tica no movimento.
16
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2.2 Aproximac¸a˜o ponderomotriz para o sistema unidimensional
Observando o comportamento das soluc¸o˜es obtidas na sec¸a˜o anterior, fora do regime de acelerac¸a˜o, e´
natural inferir que as varia´veis dinaˆmicas apresentam a comunha˜o de dois comportamentos: um me´dio,
de baixa frequeˆncia, e outro, que o acompanha, de frequeˆncia mais elevada. A presente sec¸a˜o destina-se
a mudar o foco da discussa˜o e a tentar descrever o comportamento do sistema em regime na˜o ressonante
frente aproximac¸a˜o ponderomotriz. Nesta, e´ nosso objetivo explicitar as soluc¸o˜es por interme´dio de novas
varia´veis cuja frequeˆncia de oscilac¸a˜o seja baixa comparada a`s frequeˆncias de oscilac¸a˜o das varia´veis
originais do sistema. Por este motivo, o comportamento das novas varia´veis deve assemelhar-se ao
comportamento me´dio das varia´veis originais. Para tanto, e´ pertinente que tratemos o caso com a
introduc¸a˜o de quantidades caracterizadas pela missa˜o de eliminar os componentes da escala ra´pida de
tempo do sistema - onde o comportamento me´dio na˜o e´ evidente - bem como outras que fac¸am o contra´rio,
explicitem ao componentes de escala lenta de tempo, de baixa frequeˆncia. A descric¸a˜o da dinaˆmica do
sistema sera´ responsabilizada, portanto, a um novo par conjugado de coordenadas (X,P ) que represente
a evoluc¸a˜o me´dia, respectivamente, de posic¸a˜o (X) e momentum (P ) de modo que se verifique{
x = X + hx
p = P + hp.
(2.2.1)
As varia´veis minu´sculas (x e p) sa˜o as varia´veis originais. As maiu´sculas (X e P ) sa˜o as novas varia´veis
cuja frequeˆncia de oscilac¸a˜o e´ lenta e hx e hp sa˜o func¸o˜es dos componentes de escala ra´pida de tempo,
respectivamente a` posic¸a˜o x e ao momento p, introduzidas agora que retiram de responsabilidade das
varia´veis me´dias o trato das altas frequeˆncias. Pela responsabilidade que lhe cabe, o novo par conjugado
de coordenadas deve ser determinado de modo a manter inalterada a forma canoˆnica das equac¸o˜es de
Hamilton. Para tanto, e´ necessa´rio que fac¸amos uso do formalismo das Transformac¸o˜es Canoˆnicas.
Transformac¸a˜o Canoˆnica
Uma transformac¸a˜o de varia´veis no espac¸o de fase e´ dita canoˆnica se preservar a forma canoˆnica
das equac¸o˜es de movimento de Hamilton. Esse tipo de formalismo tem larga aplicac¸a˜o na soluc¸a˜o das
equac¸o˜es de movimento de um sistema, tendo seu a´pice de eficieˆncia na Teoria de Hamilton-Jacobi. Tome
um sistema de n graus de liberdade onde se efetuara´ a transformac¸a˜o
(q1, q2, ..., qn, p1, p2, ..., pn)→ (Q1, Q2, ..., Qn, P1, P2, ..., Pn).
Esta transformac¸a˜o e´ canoˆnica desde que exista uma func¸a˜o
K = K(Q1, Q2, ..., Qn, P1, P2, ..., Pn, t)




e P˙i = − ∂K
∂Qi
. (i = 1, .., n).
Uma das maneiras seguras de fabricar uma transformac¸a˜o canoˆnica qualquer e´ por interme´dio de uma
Func¸a˜o Geradora. Uma func¸a˜o geradora e´ qualquer func¸a˜o suficientemente deriva´vel das varia´veis origi-
nais e transformadas a partir da qual fica automaticamente estabelecida uma transformac¸a˜o canoˆnica.
Na presente dissertac¸a˜o, estamos interessados em uma classe de transformac¸o˜es canoˆnicas feitas por uma
func¸a˜o geradora do tipo F = F (q, P, t)1, i.e, que utiliza as coordenadas originais e os novos momenta








e K = H+ ∂F
∂t
(i = 1, .., n).
Uma famosa transformac¸a˜o canoˆnica desse tipo e´ a Transformac¸a˜o Identidade qi = Qi, pi = Pi, trivial-
mente canoˆnica como e´ evidente. Pode-se gera´-la com o uso de uma func¸a˜o geradora cuja forma funcional
e´




1A notac¸a˜o (q, P ) quer economizar espac¸o, mas equivale a (q1, q2, ..., qn, P1, P2, ..., Pn, t).
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Dar-se-a´ proveito a` transformac¸a˜o (x, p)
F→ (X,P ) utilizando uma func¸a˜o geradora F . O relacionamento
entre as varia´veis originais e transformadas da forma (2.2.1) sugere uma semelhanc¸a com a Transformac¸a˜o
Identidade, porque tomando as func¸o˜es de alta frequeˆncia hx e hp identicamente nulas a transformac¸a˜o
deixa tudo como esta´. Pore´m, evidentemente, e´ preciso incluir um ingrediente extra que acrescente as
referidas func¸o˜es de alta frequeˆncia a` transformac¸a˜o. Tomam-se as varia´veis (x, P ) como independentes
e propo˜e-se uma func¸a˜o geradora na forma
F(x, P, t) = xP + f(x, P, t) (2.2.2)
que, a menos da parcela f(x, P, t), seria a identidade. E´ desta parcela que se aguarda o sucesso de nossa
estrate´gia e e´ ela que resguardara´ os componentes de escala ra´pida de tempo. A func¸a˜o f(x, P, t) e´, por
hipo´tese, cont´ınua e suficientemente diferencia´vel de maneira que podemos opera´-la com liberdade. As







e K = H+ ∂F
∂t
. (2.2.3)



























Como a func¸a˜o f(x, P, t) conte´m os componentes de alta frequeˆncia, e´ precipitado mas muito pertinente
que tomemos a aproximac¸a˜o ∂f∂x = −∂f∂t . Futuramente esta tomada sera´ bem justificado. Por ora, sob o









Cruzando-as com a observac¸a˜o feita em (2.2.1), percebe-se que as quantidades destinadas pela contenc¸a˜o
das escalas lentas de tempo - hx e hp - sa˜o reconhecidas nesse formalismo como sendo as derivadas da
func¸a˜o f(x, P, t), respectivamente com relac¸a˜o a P e a t (a rigor, se na˜o fosse a aproximac¸a˜o ∂f∂x = −∂f∂t ,
esta u´ltima seria com relac¸a˜o a x). Ou seja, identifica-se
hx = − ∂f
∂P
e hp = −∂f
∂t
. (2.2.8)
As quantidades me´dias na˜o devem conter termos de altas frequeˆncias. Assim, como previamente pro-
posto, a func¸a˜o f(x, P, t) tem a missa˜o de resguardar em si todo e qualquer termo desta natureza. E´ sob
esta premissa que a construiremos.
Para fazeˆ-lo, o primeiro passo e´ investigar como se modifica o fator relativ´ıstico γ(p) frente a trans-






(P − h)2, (2.2.9)
onde se definiu h = ∂f/∂t e se optou por na˜o distinguir o fator transformado do original para economizar
a notac¸a˜o, mas deseja-se que a diferenc¸a seja evidente. A ideia agora e´ expandir o fator γ em uma se´rie






onde, naturalmente, cada coeficiente da se´rie e´ uma func¸a˜o obtida pelo processo:
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Da transformac¸a˜o (2.2.6), o hamiltoniano ponderomotriz deve apresentar-se como
K = γ + ϕ(X, t) + ∂f
∂t













+ ϕ(X, t). (2.2.10)
A fim de sistematizar sua obtenc¸a˜o sob a premissa que lhe cabe, a func¸a˜o f(x, P, t) sera´ expandida em
se´rie de poteˆncias em torno da amplitude ma´xima de potencial nula. Sera´ constru´ıda sob a hipo´tese de
convergeˆncia da se´rie
f(x, P, t) =
∞∑
n=1
fn(x, P, t) ϕ
n
0 = f1ϕ0 + f2ϕ
2
0 + ...+ fnϕ
n
0 + ... (2.2.11)
onde os coeficientes fn(x, P, t) sa˜o func¸o˜es dos argumentos explicitados. O termo independente da ampli-
tude ma´xima de potencial poderia ser encorporado pelo termo f0(x, P, t) = xP , que completa a func¸a˜o
geradora. Por essa raza˜o, daqui em diante, referir-nos-emos a` func¸a˜o f como a func¸a˜o geradora. E´











porque o processo culmina na expansa˜o da pro´pria func¸a˜o hamiltoniana em uma se´rie de poteˆncias em
torno da amplitude ma´xima de energia potencial nula. Na˜o e´ grande surpresa visto que o fizemos para
definir a func¸a˜o geradora. Pore´m, a ideia e´ considerar a aproximac¸a˜o ate´ ordem de ϕn0 de tal maneira
que a ordem n seja suficiente para descrever bem o comportamento me´dio das varia´veis do sistema. Para
isso, temos de nos preocupar em como determinar a n-e´sima poteˆncia da func¸a˜o geradora. Uma fo´rmula


















(kn−m+ k) ak cm−k.
Felizmente, a aproximac¸a˜o mostrou-se muito satisfato´ria considerando somente ate´ ordem de ϕ20. Vale
ressaltar que essa ordem e´ exatamente correspondente a` segunda ordem na amplitude do campo ele´trico
que casa perfeitamente com a proposta de potencial ponderomotriz. Assim, simplesmente, a contribuic¸a˜o










e reescrevemos (2.2.10) para
K(X,P ) = K0(X,P ) +K1(X,P )ϕ0 +K2(X,P )ϕ20, (2.2.12)
onde
K0(X,P ) = γ0(P ),





σ2 cos(X − hx − t) e










E´ importante destacar a dependeˆncia funcional Kn = Kn(X,P ). Embora as func¸o˜es f1(x, P, t) e
f2(x, P, t) estejam presentes no termo geral, a expansa˜o do hamiltoniano transformado e´ isenta das
varia´veis de alta frequeˆncia porque, por construc¸a˜o, tais func¸o˜es devem banir todos os termos desta
natureza. E´ exatamente a sua presenc¸a que se encarrega de fazeˆ-lo. Temos, enta˜o, de determina´-las de
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O comportamento da func¸a˜o e−
(X−hx)2
σ2 cos(X−hx− t) em torno hx = 0 pode ser observado por meio
de sua respectiva expansa˜o em Se´rie de Taylor. Ate´ primeira ordem em hx - que e´ quanto basta para




σ2 cos[(X + hx − t)] = e−X
2





sin [(X − t)]− 2X
σ2
cos [(X − t)]
}
+O(h2x).
Percebe-se que na˜o ha´ termo de baixa frequeˆncia para esta func¸a˜o em torno da regia˜o que extremiza
a func¸a˜o geradora. Assim, devemos investigar a possibilidade de banir o termo de alta frequeˆncia que






σ2 cos(x− t) = 0.








de onde, integrando com relac¸a˜o ao tempo, uma soluc¸a˜o poss´ıvel apresenta-se como






Um comenta´rio anteriormente prometido acerca da proporcionalidade entre as derivadas de f . A su-
posic¸a˜o acerca da proporcionalidade entre as derivadas parciais que se assumiu no in´ıcio desta sec¸a˜o e´,






























e, como σ >> 1, o termo proporcional ao pro´prio coeficiente f1 e´ desprez´ıvel frente a soma e recupera-se
a relac¸a˜o de proporc¸a˜o que se supos a priori.
Assim, devemos contabilizar que K1 = 0, ou seja, que os termos de primeira ordem na˜o influenciam
no fenoˆmeno ponderomotivo. Para obter o pro´ximo coeficiente f2 da expansa˜o e atualizar o hamiltoniano
com a func¸a˜o K2, e´ preciso alimentar a sua expressa˜o com a func¸a˜o f1(x, P, t) calculada em (2.2.14).
Segue









que, uma vez utilizando da identidade trigonome´trica cos2(x− t) = 12 [1 + cos[2(x− t)]], e´, portanto,


















Nesse ponto e´ preciso estudar novamente os efeitos em K2 da transformac¸a˜o x = X + hx. Os termos
































σ2 cos[2(X + hx − t)] = e−X
2





sin [2(X − t)]− 2X
σ2
cos [2(X − t)]
}
+O(h2x).
Para a exponencial pura, o primeiro termo que e´ o de ordem dominante e´ independente do componente
de alta frequeˆncia. Assim, podemos trocar x por X nessa func¸a˜o e considera´-la de baixa frequeˆncia. Ja´
para a outra func¸a˜o, o termo de primeira ordem em hx ainda traz uma parcela significativa de modo que
na˜o iremos utilizar de expansa˜o para essa func¸a˜o. So´ se pode, enta˜o, reescrever K2 como sendo


















E´ preciso novamente estudar para que caso a func¸a˜o f2(x, P, t) se encarrega de banir os termos de alta











2 = 0 (2.2.16)
o objetivo e´ atingido, uma vez que, nesse caso, atualizamos K2 para
K2 =
γ2




que fica expl´ıcita u´nica e exclusivamente por termos de baixa frequeˆncia. Resolvendo a equac¸a˜o (2.2.16)
mediante integrac¸a˜o direta, segue que o coeficiente quadra´tico da expansa˜o da func¸a˜o geradora e´
f2(x, P, t) =
γ2
4 (1 + γ1)
3 e
− 2x2
σ2 sin[2(x− t)]. (2.2.17)
E´ tempo de terminarmos a determinac¸a˜o do hamiltoniano ponderomotivo calculando os coeficientes γ0,





















α , pois sera´ uma quantidade recorrente e e´ ana´loga ao fator rela-
tiv´ıstico nas coordenadas originais. Os demais coeficientes requerem derivadas do fator γ transformado,
cujo quadrado e´ uma func¸a˜o polinomial na varia´vel com a qual se efetuara´ as derivadas. A fim de facilitar
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Em ma˜os os resultados precedentes, esta´-se apto a concluir que a func¸a˜o geradora da transformac¸a˜o
canoˆnica constru´ıda a partir do objetivo central e´
F(x, P, t) = xP + αϕ0 Γ e
− x2
σ2 sin(x− t)






(αΓ− P )3 (2.2.18)
bem como o hamiltoniano obtido atrave´s da transformac¸a˜o gerada por esta e´







Γ (P − αΓ)2 . (2.2.19)
22
2.2 Aproximac¸a˜o ponderomotriz para o sistema unidimensional 23
Como esperado, visto que a forc¸a ponderomotriz responsa´vel pelo movimento e´ um campo vetorial
gradiente, apo´s a remoc¸a˜o dos componentes de alta frequeˆncia, o sistema restante e´ conservativo1. Das
simulac¸o˜es de soluc¸o˜es feitas na sec¸a˜o anterior, sob as condic¸o˜es de na˜o acelerac¸a˜o (onde deve ser va´lido
tal formalismo, portanto), conclu´ımos a igualdade entre a energia cine´tica de injec¸a˜o e de ejec¸a˜o. Nestes
extremos a energia experimentada pela part´ıcula e´ puramente cine´tica porque a parcela referente a
energia potencial e´ esmagadoramente atenuada pela grande distaˆncia entre a part´ıcula e a origem. Na
presente versa˜o me´dia do hamiltoniano podemos concluir exatamente o mesmo. A energia cine´tica da
part´ıcula (Γ) e´ conservada para os instantes extremos, depois de passado o efeito transiente, porque
para |X| >> σ o hamiltoniano e´ dado so´ pela parcela cine´tica: K(X,P ) = Γ(P ). Nestes extremos as
varia´veis dinaˆmicas originais assumem seus valores finais e confundem-se com as novas varia´veis lentas
associadas. Portanto, da constaˆncia do hamiltoniano transformado e da observac¸a˜o de insignificaˆncia da
energia potencial para os instantes extremos da dinaˆmica da part´ıcula, segue
K(t = 0) = K(t→∞)⇒ Γ(t = 0) = Γ(t→∞)
de onde, pela confusa˜o que se estabelece entre as varia´veis nesses extremos, conclu´ımos que
Γ(t = 0) = Γ(t→∞)⇒ γ(t = 0) = γ(t→∞)⇒ v20 = v2f ,
isto e´, o valor do quadrado da velocidade inicial e´ transmitido para o quadrado da velocidade final.
Assim, das duas uma: ou a part´ıcula e´ refletida, vf = −v0, ou ejetada gentilmente pela onda, vf = v0.
O primeiro caso, dos que identificamos, enquadra-se no regime de reflexa˜o e o segundo no regime de
passagem. Voltando a (2.1.16), o ganho de energia e´, em ambos os casos, nulo: ∆H = ∆γ = 0. Com
isso podemos prever o resultado de que o mo´dulo da velocidade final observada e´ o mesmo que o da
inicial de injec¸a˜o, podendo ser em sentido oposto. A concordaˆncia da previsa˜o feita pela aproximac¸a˜o
ponderomotiva na intersecc¸a˜o de regimes em que e´ va´lida ao mesmo tempo que a dinaˆmica do sistema
completo acusa um sintoma de que a fenomenologia observada e´ proveniente do seu cara´ter.
2.2.1 Equac¸o˜es de evoluc¸a˜o da aproximac¸a˜o ponderomotriz unidimensional
A continuidade do estudo se da´ obtendo as equac¸o˜es de movimento para as varia´veis me´dias por in-
terme´dio do hamiltoniano exibido em (2.2.19). Pela tecnologia das transformac¸o˜es canoˆnicas, as equac¸o˜es
de Hamilton mante´m a mesma exata forma. Para obter as equac¸o˜es que ditam a evoluc¸a˜o dinaˆmica das












A primeira equac¸a˜o acima, que calcula a variac¸a˜o temporal do momentum conjugado me´dio, invoca uma
derivac¸a˜o parcial com respeito a X. Tal derivac¸a˜o e´ simples de fazer, uma vez que a dependeˆncia em
X no hamiltoniano concentra-se unicamente no fator exponencial. Assim sendo, a evoluc¸a˜o temporal do































(K − Γ) .
O valor do hamiltoniano e´ determinado pelas condic¸o˜es iniciais. A segunda equac¸a˜o (que calcula a
velocidade me´dia da part´ıcula) invoca uma derivac¸a˜o parcial com respeito a P que na˜o e´ ta˜o simples de ser
feita visto que ha´ dependeˆncias expl´ıcitas e impl´ıcitas em P no hamiltoniano. O termo de contenc¸a˜o das
altas frequeˆncias respectivo a` posic¸a˜o da part´ıcula tambe´m envolve uma derivac¸a˜o parcial com respeito a
P e, portanto, tal processo merece especial atenc¸a˜o. A fim de sistematizar a derivac¸a˜o com respeito a P ,
e´ conveniente que se identifique uma regularidade na dependeˆncia funcional com respeito a esta varia´vel.
Sera´ criada uma famı´lia auxiliar de func¸o˜es definida como
M(n,m)(P )
def
= Γn(P − αΓ)m (2.2.21)




. Isto e´, uma vez que a func¸a˜o hamiltoniana e´ invariante
frente translac¸a˜o temporal, enta˜o a pro´pria e´ uma constante de movimento.[22]
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onde n,m ∈ Z. A convenieˆncia desta criac¸a˜o se da´ visto o fato de que o hamiltoniano (2.2.19) e a func¸a˜o
geradora (2.2.18) podem ser reescritos em termos destas func¸o˜es como








F(x, P, t) = xP + αϕ0 sin(t− x)e− x
2






A derivada parcial com respeito a P no hamiltoniano e na func¸a˜o geradora surtira´ efeito somente nas
func¸o˜es Mn,m(P ) e, portanto, e´ nelas que nos atentaremos. O primeiro resultado necessa´rio mesmo para
a determinac¸a˜o da derivada gene´rica ∂∂PM(n,m) e´ obter a derivada
∂Γ
∂P . Usando a te´cnica de derivac¸a˜o






































(P − αΓ)m + Γn ∂
∂P
(P − αΓ)m
= nΓn−1(P − αΓ)m ∂Γ
∂P




















(P − αΓ) +mΓ(Γ− P )
]
.







(P − αΓ) +mΓ(Γ− P )
]
.
Atentando para o u´ltimo fator, podemos simplifica´-lo1 para[
nP
α





− nPΓ +mΓ2 −mPΓ
= (n+m)[Γ2 − PΓ]− n.





(n+m)(Γ2 − PΓ)− n]M(n−2,m−1). (2.2.23)
Precisamos obter as derivadas para os pares (−1,−2), (1,−1) e (0,−3) que esta˜o envolvidos no hamil-
toniano e na func¸a˜o geradora. A derivada do par (1, 0) ja´ foi obtida em (2.2.22) ja´ que segue de sua





(−1− 2)(Γ2 − PΓ) + 1]M(−1−2,−2−1)
=











1Γ2 = 1 + P 2/α⇒ P 2/α = Γ2 − 1
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(0− 3)(Γ2 − PΓ)− 0]M(0−2,−3−1)
=
3(P − Γ)
Γ(P − αΓ)4 .
(2.2.26)






























Reescrevendo essa u´ltima equac¸a˜o aproveitando a constaˆncia do hamiltoniano, portanto, a aproximac¸a˜o




+ (K − Γ)
(








(K − Γ) . (2.2.28)
As derivadas respectivas aos pares (1,−1) e (0,−3) sa˜o utilizadas para prever a correc¸a˜o entre a
posic¸a˜o instantaˆnea e a do centro-guia da part´ıcula via x = X + ∂f/∂P . Em primeira aproximac¸a˜o,
quando a velocidade da part´ıcula se aproxima da velocidade de ressonaˆncia, i.e, x˙ → 1, o fator P − αΓ
converge para 0. Isto porque, de (2.1.7), temos p(x˙ = 1) = αγ ⇒ p(1) − αγ = 0. Da´ı, as quantidades
calculadas que dependem deste fator divergem e o formalismo perde sentido. Organizando o denominador
do hamiltoniano (2.2.19) para 1−P/αΓ encontra-se, em primeira aproximac¸a˜o, o denominador 1− x˙ que
revela o efeito Doppler presente no formalismo e nas equac¸o˜es que o regem. Portanto, a aproximac¸a˜o
ponderomotriz promete descrever bem o sistema quando ele esta´ longe do regime de ressonaˆncia entre
a velocidade das part´ıculas e a de fase da onda. Ainda, quando nos instantes extremos, as equac¸o˜es
(2.2.27) e (2.2.28) se simplificam para, respectivamente, X˙ = PαΓ e P˙ = 0 pois a energia da part´ıculaK e´ puramente cine´tica e, portanto, K − Γ = 0. Ou seja, o esperado e´ que a velocidade me´dia final da
part´ıcula estabilize para um certo valor constante dado por PαΓ .
25
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2.2.2 Simulac¸o˜es de soluc¸a˜o ponderomotriz e comparac¸a˜o de resultados
O objetivo desta sec¸a˜o e´ expor as soluc¸o˜es nume´ricas obtidas para a evoluc¸a˜o temporal das varia´veis
me´dias definidas para o sistema na sec¸a˜o anterior e compara´-las com as obtidas para as varia´veis origi-
nais. Para tanto, utilizou-se um rotina escrita em Fortran90 implementando, mais uma vez, o famoso
me´todo de soluc¸a˜o de sistemas de equac¸o˜es diferenciais ordina´rias conhecido como Runge Kutta de 4a
ordem. Tambe´m, utilizaram-se soluc¸o˜es obtidas pelo software Mathematica.
A aproximac¸a˜o ponderomotriz promete descrever o comportamento me´dio das varia´veis dinaˆmicas do
sistema. Para os instantes iniciais, as varia´veis originais na˜o sofrem a ac¸a˜o do cara´ter de alta frequeˆncia
da onda pois a part´ıcula e´ injetada de muito longe da origem. Assim, as condic¸o˜es iniciais impostas
a`s varia´veis me´dias (X(t = 0) e P (t = 0)) sa˜o ideˆnticas a`s das varia´veis originais: X(t = 0) = x0 e
P (t = 0) = p(v0). Esta considerac¸a˜o se explica tambe´m via a confusa˜o entre as varia´veis originais e
transformadas para os instantes iniciais porque, como se mostrou nas simulac¸o˜es de soluc¸a˜o do sistema
completo, a velocidade demora um certo tempo para comec¸ar a apresentar sinais de variac¸a˜o. Manteve-se
o valor σ = 100.0 e a condic¸a˜o inicial x0 = −3.5 σ a fim de fazer uso dos gra´ficos de soluc¸a˜o obtidos
anteriormente. A ana´lise de correspondeˆncia entre a soluc¸a˜o do sistema completo e a presente apro-
ximac¸a˜o ponderomotriz sera´ feita atrave´s de duas comparac¸o˜es. Comparou-se a evoluc¸a˜o da velocidade
X˙ ponderomotriz com a velocidade original x˙ e com a me´dia desta u´ltima calculada numericamente
por me´dias mo´veis. As relac¸o˜es (2.2.7) informam que e´ papel das derivadas parciais da func¸a˜o geradora
atualizar os valores das varia´veis originais para as transformadas. Assim, maximizando e minimizando
essas derivadas, somos capazes de calcular os valores ma´ximos e mı´nimos das varia´veis transformadas
em cada instante de tempo. Isso acaba por gerar duas curvas que envelopam a forma caracter´ıstica dos
gra´ficos de velocidade versus tempo. Da relac¸a˜o v = v(p) obtida em (2.1.13) e da lei de transformac¸a˜o
p = P − ∂f∂t , os envelopes superior e inferior foram calculados segundo, respectivamente, as substituic¸o˜es
de velocidade vsup = v(psup) e vinf = v(pinf), onde









Os u´nicos termos que podem adicionar sinal a` derivada ∂f∂t , tal qual exibida em (2.2.18), ale´m das
func¸o˜es trigonome´tricas, sa˜o as poteˆncias ı´mpares do fator (αΓ − P )−1, que e´ na˜o nulo1. A premissa
de continuidade (que vale porque a func¸a˜o geratriz e´ diferencia´vel em todo o domı´nio de interesse) em
comunha˜o com a na˜o nulidade permite concluir que tal fator na˜o pode mudar de sinal ao longo do
movimento da part´ıcula. Devido a confusa˜o entre as varia´veis originais e transformadas nos instantes
iniciais, pode-se determinar o seu sinal por
(αΓ− P )−1|t=0 = (αγ0 − p0)−1.
Usando que p0 = αγ0v0 e a escolha antes justificada de v0 ∈ (0, 1), garantimos que
(αγ0 − p0)−1 = (αγ0(1− v0))−1 > 0.
Portanto, o fator (αΓ − P )−1 e´ positivo durante toda a viagem da part´ıcula. Sendo assim, e´ poss´ıvel
estimar os ma´ximos e mı´nimos de (2.2.18) referidos anteriormente investigando, em simultaˆneo, o com-
portamento minimal e maximal de cos(x− t) e de cos [2(x− t)]. Em ambas as ocasio˜es, quando a func¸a˜o
cos(x − t) e´ ma´xima (+1.0) ou e´ mı´nima (-1.0), a func¸a˜o cos [2(x− t)] assume o seu valor ma´ximo 1.0.
Portanto, o ma´ximo e o mı´nimo acontecem quando se toma, respectivamente, os valores
cos(x− t) = cos [2(x− t)] = 1
e
cos(x− t) = − cos [2(x− t)] = −1.
A FIG. 2.2.6 refere-se aos pontos 2a e 2b do mapa FIG. 2.1.1 e contrasta a evoluc¸a˜o da velocidade da
part´ıcula prevista pelas equac¸o˜es (2.1.13) e (2.1.14) do sistema completo com a previsa˜o da aproximac¸a˜o
ponderomotriz (equac¸o˜es (2.2.27) e (2.2.28)). A curva em laranja exibida em todos os quadros e´ a veloci-
dade me´dia desenvolvida pela part´ıcula calculada com a me´dia mo´vel dos valores de velocidade previstos
pelas equac¸o˜es do sistema completo. Veˆ-se nos quadros (a) e (c) desta figura que a velocidade prevista
1 Este fato pode ser justificado levando em conta que a soluc¸a˜o de αΓ − P = 0 leva a conclusa˜o P = α/√1− α que,
em primeira aproximac¸a˜o, indica que a part´ıcula esta´ com velocidade ressonante, o que e´ um absurdo.
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FIG. 2.2.6: Os quadros (a) (velocidade inicial v0 = 0.3α
−1/2) e (b) (velocidade inicial v0 = 0.5α−1/2) mostram a comparac¸a˜o
entre a evoluc¸a˜o temporal da velocidade da part´ıcula prevista pela dinaˆmica completa (gra´fico em azul para (a) e cinza para (b))
e a ponderomotiva (linha preta so´lida para ambos os quadros (a) e (b)). Os quadros (c) (velocidade inicial v0 = 0.3α
−1/2) e (d)
(velocidade inicial v0 = 0.5α
−1/2) mostram a comparac¸a˜o entre a evoluc¸a˜o do espac¸o de fase da part´ıcula previsto pela dinaˆmica
completa (azul para (c) e cinza para (d)) e a ponderomotiva (linha preta so´lida para ambos os quadros (c) e (d)). A linha so´lida
em laranja e´ a me´dia mo´vel da velocidade prevista pela dinaˆmica do sistema completo. As linhas pontilhadas nos quadros (a) e
(b) sa˜o os envelopes da curva de velocidade previstos pela aproximac¸a˜o ponderomotiva. A linha so´lida verde indica a velocidade
de fase da onda. Paraˆmetros σ = 100.0, α = 0.81, ϕ0 = 0.5 e condic¸a˜o inicial x0 = −3.5σ.
para a part´ıcula injetada com v0 = 0.3α
−1/2 e amplitude ma´xima de potencial ϕ0 = 0.5 pela aproximac¸a˜o
ponderomotiva modela muito satisfatoriamente a velocidade me´dia desenvolvida pela part´ıcula para estes
mesmos paraˆmetros. Nos instante iniciais e finais a velocidade uniforme da part´ıcula confirma a confusa˜o
citada entre as varia´veis nesses instantes. As curvas que envelopam o gra´fico de velocidade, que preveem
os ma´ximos e mı´nimos de velocidade experimentados pela part´ıcula, sa˜o igualmente satisfato´rias. Foram
calculados, conve´m lembrar, segundo explicado anteriormente. Entretanto, como se veˆ no quadro (b)
desta figura, para a velocidade de injec¸a˜o v0 = 0.5α
−1/2, os envelopes comec¸am a apresentar sintomas de
ineficieˆncia em sua previsa˜o, embora, ainda se possa confiar na velocidade me´dia prevista pela dinaˆmica
ponderomotiva.
Fazendo a mesma experieˆncia para o ajuste ϕ0 = 1.0 perde-se a confianc¸a nessa u´ltima, como e´
mostrado nos gra´ficos da FIG. 2.2.7. Esta figura refere-se aos pontos 3a e 3b do mapa FIG. 2.1.1 e
fornece o mesmo tipo de comparac¸a˜o que foi feito na FIG. 2.2.6, pore´m, para o valor de amplitude
ma´xima de potencial ajustado para ϕ0 = 1.0. Como mostrado nos quadros (a) e (c) desta figura, a
velocidade prevista pelo formalismo ponderomotriz previsto ainda e´ muito satisfato´ria com relac¸a˜o a`
me´dia de velocidade desenvolvida pela part´ıcula quando e´ injetada com velocidade inicial v0 = 0.3α
−1/2.
Igualmente se pode dizer dos envelopes superior e inferior de velocidade. As curvas modulam muito
satisfatoriamente a forma do gra´fico de velocidade, prevendo os mı´nimos e ma´ximos deste gra´fico. Pore´m,
conforme exibido nos quadros (b) e (d), na˜o se pode concluir de forma semelhante quando a part´ıcula e´
injetada com velocidade inicial v0 = 0.5α
−1/2. Nesta situac¸a˜o, a partir de um certo instante, o erro entre
a previsa˜o de velocidades extremas e a dos envelopes e´ grande e a previsa˜o da velocidade ponderomotriz
comparada a` me´dia e´ grosseiramente insatisfato´ria. O erro passa a ser significante e percept´ıvel pouco
depois de a part´ıcula experimentar a velocidade ma´xima. Esbarramos, portanto, no limite de validade
da aproximac¸a˜o ponderomotriz. A` medida que a part´ıcula aproxima-se do regime de ressonaˆncia entre
27
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sua velocidade e a velocidade de fase da onda que a acelera, a dinaˆmica ponderomotiva perde qualidade.























































































































































































FIG. 2.2.7: Os quadros (a) (velocidade inicial v0 = 0.3α
−1/2) e (b) (velocidade inicial v0 = 0.5α−1/2) mostram a comparac¸a˜o
entre a evoluc¸a˜o temporal da velocidade da part´ıcula prevista pela dinaˆmica completa (gra´fico em azul para (a) e cinza para (b))
e a ponderomotiva (linha preta so´lida para ambos os quadros (a) e (b)). Os quadros (c) (velocidade inicial v0 = 0.3α
−1/2) e (d)
(velocidade inicial v0 = 0.5α
−1/2) mostram a comparac¸a˜o entre a evoluc¸a˜o do espac¸o de fase da part´ıcula previsto pela dinaˆmica
completa (azul para (c) e cinza para (d)) e a ponderomotiva (linha preta so´lida para ambos os quadros (c) e (d)). A linha so´lida
em laranja e´ a me´dia mo´vel da velocidade prevista pela dinaˆmica do sistema completo. As linhas pontilhadas nos quadros (a) e
(b) sa˜o os envelopes da curva de velocidade previstos pela aproximac¸a˜o ponderomotiva. A linha so´lida verde indica a velocidade
de fase da onda.Paraˆmetros σ = 100.0, α = 0.81, ϕ0 = 1.0 e condic¸a˜o inicial x0 = −3.5σ.
Um fato interessante que se faz claro no quadro (b) da FIG. 2.2.7 e mais ainda na do quadro (d)
e´ a correta predic¸a˜o por parte da aproximac¸a˜o ponderomotiva do comportamento na˜o monotoˆnico da
velocidade me´dia da part´ıcula. Seguindo a evoluc¸a˜o do gra´fico no quadro (d) (melhor exposta pelo zoom
agregado a figura), a part´ıcula experimenta um ma´ximo de velocidade em algum ponto do intervalo
−1.25 < x/σ < −1.0 e, a partir deste, sua velocidade volta a decrescer passando novamente pelo valor
v0 = 0.5 α
−1/2. Este fenoˆmeno e´ conhecido como ”uphill acceleration“[12]. E´ importante que qualquer
formalismo que se proponha a descrever o comportamento ponderomotivo instalado no movimento da
part´ıcula seja capaz de prever este fenoˆmeno. Ele implica que o centro-guia da posic¸a˜o da part´ıcula
experimenta a mesma velocidade me´dia para dois valores diferentes de intensidade de campo ele´trico[14].




A presente sec¸a˜o destina-se a apresentar e estudar de uma extensa˜o tridimensional do sistema f´ısicotratado unidimensionalmente no Cap´ıtulo 3. A versa˜o unidimensional nos propiciou um feelling
sobre as propriedades de comportamento dinaˆmico do sistema mediante variac¸o˜es nas condic¸o˜es iniciais
bem como nos paraˆmetros que o caracterizavam. A esperanc¸a e´ que o tratamento tridimensional, mais
real´ıstico, portanto, enriquec¸a nosso conhecimento. Neste, a part´ıcula penetra na regia˜o de interesse
munida de uma sec¸a˜o de choque finita. Esta situac¸a˜o e´ muito mais real´ıstica, visto que se espera a
existeˆncia de regio˜es onde a penetrac¸a˜o da part´ıcula e´ mais eficaz em termos do destino esperado. Como
mencionado anteriormente, e´ nosso interesse final mostrar e estudar a existeˆncia de poss´ıveis focos de
acelerac¸a˜o. Tais focos sa˜o regio˜es onde a part´ıcula e´ acelerada no sentido de propagac¸a˜o da onda e,
concomitantemente, mante´m uma distaˆncia ao eixo de propagac¸a˜o da onda relativamente pequena e
fixa por um per´ıodo finito, pore´m, aproveita´vel. Para o estudo de tais condic¸o˜es elegeu-se o sistema de
refereˆncia usando o sistema cil´ındrico de coordenadas.
Sistema Cil´ındrico de Coordenadas No sistema cil´ındrico circular de coordenadas um ponto
gene´rico do espac¸o R3 e´ caracterizado pela terna (r, θ, z). A coordenada z e´ ideˆntica a` do sistema
retangular (x, y, z) e mede a distaˆncia ate´ a origem perpendicularmente ao plano z = 0. A coordenada
r refere-se a` distaˆncia perpendicular de um ponto ao eixo z. A coordenada angular θ e´ o aˆngulo em
radianos formado entre o eixo x do sistema retangular e ao segmento de reta que liga um ponto do plano
z = 0 a` origem. Os limites de r, θ e z sa˜o
0 ≤ r ≤ ∞, 0 ≤ θ ≤ 2pi e −∞ ≤ z ≤ ∞
e as equac¸o˜es de transformac¸a˜o do um sistema cil´ındrico para o retangular sa˜o como segue:
x = r cos θ, y = r sin θ e z = z.
3.1 O modelo de potencial tridimensional
No modelo tridimensional a onda que dota a part´ıcula de energia potencial ainda se propagara´ sobre e
no sentido de crescimento de um u´nico eixo, que agora sera´ o eixo z (axial). Contemplara´, tambe´m, um
perfil transversal a esta direc¸a˜o atrave´s da adesa˜o de um novo paraˆmetro σr que desempenhara´ o mesmo
papel de comprimento caracter´ıstico que seu par σz no envelope que modula a onda. Dessa forma, a
onda eletrosta´tica tridimensional sera´ representada pela func¸a˜o









cos(kz − ωt). (3.1.1)
Novamente interessados na modulac¸a˜o lenta, tomaremos o regime σrσz >> 1/k
2 pelo mesmo motivo jus-
tificado anteriormente na discussa˜o sobre este regime feita no Cap´ıtulo 2. Seja v o mo´dulo da velocidade
da part´ıcula localizada em (r, θ, z) o instante t medido no referencial inercial. No sistema retangular o
mo´dulo da velocidade da part´ıcula e´ calculado via v2 = x˙2 + y˙2 + z˙2 de onde podemos obteˆ-la no sistema




= θ˙ e dzdt
def
= z˙) utilizando as
leis de transformac¸a˜o de um sistema para o outro. A coordenada z e´ ideˆntica em ambos sistemas de




(r cos θ) = r˙ cos θ − rθ˙ sin θ e y˙ = d
dt
(r sin θ) = r˙ sin θ + rθ˙ cos θ
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de onde a soma dos quadrados e´
x˙2 + y˙2 + z˙2 = r˙2 cos2 θ − 2rr˙θ˙ cos θ sin θ + r2θ˙2 sin2 θ+
+ r˙2 sin2 θ + 2rr˙θ˙ cos θ sin θ + r2θ˙2 cos2 θ + z˙2
= r˙2 + r2θ˙2 + z˙2
aproveitando da identidade cos2 u + sin2 u = 1, u ∈ R. Dessa maneira, o quadrado do mo´dulo da
velocidade da part´ıcula no sistema cil´ındrico e´ dado pela expressa˜o
v2 = r˙2 + r2θ˙2 + z˙2. (3.1.2)
A versa˜o tridimensional do lagrangiano que rege a dinaˆmica tridimensional de uma part´ıcula de massa















cos(kz − ωt). (3.1.3)
Uma vez identificado o funcional lagrangiano do sistema, seguiremos com o processo de adimensiona-
liza´-lo fazendo-o para todas as varia´veis e paraˆmetros envolvidos. Comecemos por adimensionalizar a
coordenada z e a medida de tempo t. As varia´veis adimensionais sera˜o previamente indicadas pela barra
sobrescrita. Esta notac¸a˜o sera´ omitida posteriormente. Usando o nu´mero de onda k e a frequeˆncia ω,
tomamos
z¯ = kz e t¯ = ωt
e, por conseguinte, a adimensionalizac¸a˜o da componente de velocidade em z se da´ pela velocidade de









⇒ z˙ = vφ ˙¯z.
Usaremos k tambe´m para adimensionalizar a coordenada r e os paraˆmetros σr e σz. Como a coordenada
θ na˜o se apresenta explicitamente em nossa formulac¸a˜o e somente a sua velocidade associada, basta que
adimensionalizemos a u´ltima. Tomou-se a adimensionalizac¸a˜o da velocidade com relac¸a˜o a` coordenada
θ utilizando a frequeˆncia ω. Segue


























































O fator relativ´ıstico escrito em termos das varia´veis adimensionais e´, portanto,




r˙2 + r2θ˙2 + z˙2
) . (3.1.4)
E´ interessante notar que o fator relativ´ıstico na˜o e´ mais somente func¸a˜o das velocidades generalizadas,
pois depende explicitamente da coordenada generalizada r. O funcional lagrangiano adimensionalizado
sera´ da forma
L(r, z, r˙, θ˙, z˙, t) = − 1










cos(z − t) (3.1.5)
onde - assim como feito na formulac¸a˜o unidimensional - adimensionalizamos o pro´prio funcional lagran-
giano pelo fator mc2, bem como a amplitude ϕ0 pelo fator mc
2/q e omitimos a notac¸a˜o com a barra.
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A fim de obter as equac¸o˜es de movimento da part´ıcula devemos efetuar uma transformac¸a˜o de Le-
gendre no lagrangiano (3.1.5) para obter o funcional hamiltoniano. Definindo pr como o momentum












a transformac¸a˜o apresenta-se mediante
H(r, pr, pθ, z, pz, t) = r˙(p)pr + θ˙(p)pθ + z˙(p)pz − L(r, z, r˙(p), θ˙(p), z˙(p), t). (3.1.7)
Estudando o lagrangiano (3.1.5), os momenta conjugados sa˜o identificados pelas func¸o˜es
pr = γαr˙, pθ = γαr
2θ˙ e pz = γαz˙











Obtenhamos primeiramente a versa˜o tridimensional do fator relativ´ıstico em func¸a˜o dos momenta. Segue,












































e, portanto, o fator relativ´ıstico escrito u´nica e exclusivamente em func¸a˜o dos momenta conjugados e da
coordenada r e´












Ainda de uso das equac¸o˜es (3.1.8) e da rece´m obtida (3.1.9), o hamiltoniano atualiza-se para












































= γ + ϕ(r, z, t).
ou, explicitando as dependeˆncias, o hamiltoniano do sistema e´




















cos(z − t). (3.1.10)
O hamiltoniano do sistema e´ a sua energia total, a soma da energia cine´tica (γ) desenvolvida pela
part´ıcula com a energia potencial (ϕ(r, z, t)) aproveitada por ela. Na˜o ha´ dependeˆncia expl´ıcita nas
velocidades em parte da energia potencial e a energia cine´tica (compreendida ta˜o somente pelo fator de
Lorentz) e´ puramente quadra´tica nas velocidades generalizadas.
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3.1.1 Equac¸o˜es de evoluc¸a˜o do sistema tridimensional
Em ma˜os o hamiltoniano, esta´-se apto a obter as equac¸o˜es que ditam a evoluc¸a˜o dinaˆmica das coordenadas
da part´ıcula bem como de seus momenta conjugados. Comecemos por obter as equac¸o˜es que explicitam











Pore´m, na˜o e´ preciso que nos demos o trabalho de deduzi-las. As equac¸o˜es (3.1.8) ja´ sa˜o as equac¸o˜es
de Hamilton para as velocidades generalizadas. Portanto, atentemos agora a`s equac¸o˜es de Hamilton que
explicitam as derivadas temporais totais dos momenta conjugados da part´ıcula. Sa˜o elas
p˙r = −∂H
∂r
, p˙θ = −∂H
∂θ
e p˙z = −∂H
∂z
.



































































































cos(z − t) + sin(z − t)
]
.




⇒ p˙θ = 0
uma vez que e´ uma coordenada ausente no hamiltoniano e, portanto, e´ c´ıclica ou ignora´vel[22]. A
auseˆncia de tal dependeˆncia constitui uma simetria em θ e o momentum conjugado pθ e´ uma constante
de movimento para o sistema.
O sistema completo das equac¸o˜es de Hamilton que ditam a evoluc¸a˜o temporal das coordenadas e
momenta da part´ıcula e´, portanto,
































cos(z − t), r˙ = pr
αγ
,
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3.1.2 Simulac¸a˜o nume´rica de soluc¸o˜es das equac¸o˜es do modelo tridimensional
Esta subsec¸a˜o se destina ao estudo das soluc¸o˜es nume´ricas das equac¸o˜es de Hamilton (3.1.11) que des-
crevem a dinaˆmica das varia´veis pertinentes ao sistema f´ısico em presente estudo atrave´s de simulac¸o˜es
computacionais. Estamos interessados, em u´ltimo, em explorar soluc¸o˜es que apresentem focagem da
part´ıcula acelerada, fato que merece atenc¸a˜o devido sua novidade. O ponto ou regia˜o do espac¸o onde a
part´ıcula em observac¸a˜o converge sera´ entendido como um foco. Tal part´ıcula pode apresentar treˆs com-
portamentos a` medida que se propaga. Em relac¸a˜o ao eixo axial: (i) afastar-se desse eixo, que significa
sua coordenada r estar em regime crescente (r˙ > 0); (ii) manter-se, aproximadamente, a uma mesma
distaˆncia, que significa sua coordenada r esta´ em regime estaciona´rio (r˙ = 0); ou (iii) aproximar-se do
eixo axial de modo que sua coordenada r esta´ em regime decrescente (r˙ < 0). O u´ltimo caso e´ o de
especial interesse, pois representa a existeˆncia (na verdade e´ uma condic¸a˜o necessa´ria, embora, como se
vera´, na˜o suficiente) de focos convergentes na geometria do movimento.
Paraˆmetros e Condic¸o˜es iniciais
Comecemos a discussa˜o com o momentum conjugado a` coordenada θ. O momentum pθ que encerra
o trio de momenta e´ uma constante de movimento para a part´ıcula carregada e o consideraremos como
um paraˆmetro. E´ inteligente, portanto, escolher seu valor adequadamente. Quer-se organizar a emissa˜o
da part´ıcula carregada na regia˜o de choque o mais imparcialmente poss´ıvel. E´ razoa´vel, portanto, querer
que, inicialmente, a part´ıcula na˜o experimente forc¸a na direc¸a˜o radial porque isto garante uma penetrac¸a˜o
na˜o tendenciosa. Outra condic¸a˜o que contribui para a boa ordem da emissa˜o e´ a componente nula de
velocidade inicial na direc¸a˜o radial. Essa combinac¸a˜o de condic¸o˜es (r˙(t = 0) = 0 e Fr(t = 0) = 0
1) parece
garantir que, assim que a part´ıcula penetra na regia˜o de choque, o fac¸a livre da tendeˆncia de aproximar-se
ou afastar-se do eixo axial. Em outras palavras, experimentando equil´ıbrio na direc¸a˜o radial. O valor
inicial da coordenada r representa a distaˆncia inicial que a part´ıcula se encontra do eixo axial. A equac¸a˜o
de Hamilton que fornece a derivada temporal completa do momentum conjugado a` coordenada r e´ a
expressa˜o da componente radial da forc¸a experimentada pela part´ıcula. Como obtemos anteriormente e

















Calculando a forc¸a no instante inicial (i.e, substituindo todas as varia´veis envolvidas por seus valores
iniciais identificados pelo subscrito 0) e impondo ao resultado o valor nulo, obte´m-se uma equac¸a˜o para


















Mais significativo para ana´lise f´ısica do que o momentum conjugado a` θ e´ a velocidade inicial na sua
direc¸a˜o. Vamos transportar a dependeˆncia expl´ıcita em pθ para a velocidade inicial na direc¸a˜o θ usando a
equac¸a˜o de Hamilton que expressa a conservac¸a˜o do momentum angular da part´ıcula aplicada no instante
inicial: θ˙0r
2


















Lembrando da dependeˆncia explicita da velocidade angular no fator relativ´ıstico tal qual exibido em (3.1.4),


































1A notac¸a˜o Fr quer indicar o mo´dulo da componente radial da forc¸a experimentada pela part´ıcula no instante inicial,
aonde e´ injetada.
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⇒ Q20 θ˙40 + αr20 θ˙20 + αz˙20 − 1 = 0
onde tomamos o cuidado de considerar r˙0 = 0 porque encerra o par de condic¸o˜es inciais relacionadas
a direc¸a˜o radial que estamos a considerar. Dada natureza polinomial quadra´tica em θ˙20, suas poss´ıveis





















Interessa-nos apenas a escolha do sinal positivo (em ±) ja´ que o lado esquerdo da soluc¸a˜o (o pro´prio θ˙20)













Substituindo (3.1.12) e extraindo as ra´ızes obtemos, finalmente, duas poss´ıveis soluc¸o˜es (que diferem
apenas em sinal) para a velocidade angular na direc¸a˜o de θ para que as part´ıculas penetrem na regia˜o



















De u´ltima e importante ana´lise, a condic¸a˜o αz˙20 < 1 garante que na˜o ha´ nenhuma operac¸a˜o imposs´ıvel
de ser feita em (3.1.13). Isto porque, seja u ∈ R∗+,
αz˙20 < 1⇔ −u(αz˙20 − 1) > 0⇔ 1− u(αz˙20 − 1) > 1⇔
⇔ 1 <
√
1− u(αz˙20 − 1)⇔ 0 < −1 +
√
1− u(αz˙20 − 1).













em (3.1.13). Portanto, a condic¸a˜o
αz˙20 < 1, r˙0 = 0
garante a existeˆncia de um valor absoluto de velocidade tangencial inicial para a qual Fr(t = 0) = 0 e
deve, por essa raza˜o, ser sempre exigida. A escolha θ˙0 > 0 ou θ˙0 < 0 apenas garante a liberdade de
a part´ıcula penetrar com velocidade tangencial anti-hora´ria ou hora´ria, respectivamente. Definiremos,












































A part´ıcula deve interagir lentamente como o potencial. Assim, para todas as simulac¸o˜es que seguem,
fixou-se as dimenso˜es do sistema com σz = 100.0 e z0 = −3.5 σz. A dimensa˜o transversal do perfil
tridimensional da onda foi escolhida mais curta σr = 50.0 e manteve-se a velocidade de fase com mesma
proporc¸a˜o α = 0.81. A velocidade angular inicial foi escolhida sempre como a soluc¸a˜o positiva θ˙0+
exibida acima em (3.1.14). As condic¸o˜es iniciais de posic¸a˜o radial r0 e velocidade longitudinal vz0 foram
manipuladas e estudaram-se os efeitos da escolha de seus valores assim como os da amplitude ma´xima
de potencial da onda.
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Simulac¸o˜es
O estudo das soluc¸o˜es do sistema (3.1.11) comec¸a com um mapa da velocidade final de ejec¸a˜o da





















FIG. 3.1.1: Mapa da velocidade longitudinal de ejec¸a˜o para σ = 100.0, σr = 50.0, α = 0.81 e ϕ0 = 1.0. O eixo horizontal exibe
a velocidade inicial de injec¸a˜o da part´ıcula enquanto o eixo vertical a coordenada radial inicial. As velocidades sa˜o exibidas em
unidades de α−1/2.
O mapa mostrado na FIG. 3.1.1 foi feito utilizando, aproximadamente, 1.200.000 pontos-soluc¸a˜o do
sistema (3.1.11) e exibe a velocidade de ejec¸a˜o da part´ıcula para o intervalo de velocidades iniciais de
injec¸a˜o v0z ∈ [0.4, 0.9] e distaˆncia radial inicial r0 ∈ (0.0, 100.0]. Percebe-se que a dinaˆmica do sistema
contempla treˆs regio˜es de comportamento. A azulada corresponde a velocidades de ejec¸a˜o negativas
e caracteriza a regia˜o de reflexa˜o, portanto. A em tons de cinza caracteriza o regime passante, onde
a velocidade longitudinal de ejec¸a˜o da part´ıcula na˜o foge muito a` longitudinal inicial. Ja´ as regio˜es
amarelada/alaranjada/avermelhada sa˜o as regio˜es de acelerac¸a˜o, onde a velocidade de ejec¸a˜o e´ igual ou
superior a velocidade de fase da onda de 0.9c. Em torno da regia˜o centralizada em v0z = 0.6α
−1/2 e
r0 = 12.5, mais a` direita se formos mais atentos, os tons avermelhados, que indicam ma´xima acelerac¸a˜o,
prevalecem na regia˜o de acelerac¸a˜o. Assim, essa regia˜o e´ a de maior eficieˆncia em quesito de acelerac¸a˜o
da part´ıcula. Mesclada a` regia˜o de acelerac¸a˜o ha´ uma matriz de regio˜es escuras que identificam bolhas
de ineficieˆncia para acelerac¸a˜o. Quando em uma destas regio˜es, a part´ıcula responde a` dinaˆmica em
que e´ capturada pelo potencial, pore´m, sendo ejetada sem apresentar acelerac¸a˜o. Esta caracter´ıstica foi
observada anteriormente no movimento unidimensional. A acelerac¸a˜o e´ experimentada para qualquer
distaˆncia radial inicial (salvo as excec¸o˜es da matriz de regio˜es escuras), desde que a velocidade de injec¸a˜o
seja superior a v0z ≈ 0.55 α−1/2. Faz-se presente uma linha obl´ıqua esbranquic¸ada localizada um pouco
acima dos pontos rotulados por 2 e 4. Esta linha indica velocidades longitudinais de ejec¸a˜o pro´ximas de
zero. Ou seja, quando em um ponto nesta linha, a part´ıcula responde a` dinaˆmica de frenagem, pois e´
bruscamente frenada pelo potencial da onda. Sua existeˆncia prediz que a dimensa˜o longitudinal pode, por
algum mecanismo que e´ nosso interesse conhecer, perder quase toda parcela de energia cine´tica outrora
contida somente em si. Como veremos, a adesa˜o do perfil transversal a` dinaˆmica longitudinal possibilita
esse tipo de fenoˆmeno. Inclusive, este sera´ uma pec¸a importante para o propo´sito final de nosso estudo.
E´ justamente o mecanismo de troca de energia cine´tica entre as dimenso˜es do espac¸o de configurac¸a˜o do
sistema que acarreta na acelerac¸a˜o simultaˆnea a` focagem da part´ıcula.
A seguir exploramos em detalhes a dinaˆmica de cada um dos pontos rotulados por 2, 3, 4, 5a, 5b, 5c
e 5d. Expoˆs-se a evoluc¸a˜o temporal das velocidade longitudinal e radial bem como dos espac¸os de fase
respectivos a cada uma destas duas dimenso˜es. Estes pontos foram assim escolhidos porque ilustram os
aspectos principais do comportamento da part´ıcula em cada uma das regio˜es que se localizam.
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FIG. 3.1.2: (a) Evoluc¸a˜o temporal das velocidades radial (azul) e longitudinal
(vermelho). Espac¸o de fase (b) radial e (c) longitudinal. Paraˆmetros utilizados:
v0z = 0.4, σz = 100.0 = 2σr, α = 0.81,ϕ0 = 1.0 e r0 = 5.0.
Comecemos explorando o ponto
rotulado por 2 exibido no mapa
FIG. 3.1.1. A dinaˆmica referente a
este ponto e´ exibida na FIG. 3.1.2
ao lado. O quadro (a) dessa figura
mostra a evoluc¸a˜o temporal das velo-
cidades longitudinal (vermelho) e ra-
dial (azul) da part´ıcula lanc¸ada com
v0z = 0.4c. Os paine´is (b) e (c) da
mesma figura mostram, respectiva-
mente, o espac¸o de fase radial e lon-
gitudinal. As setas em cinza nes-
tes quadros querem significar a or-
dem correta de evoluc¸a˜o do gra´fico.
Como previsto pelo mapa, na pre-
sente velocidade de injec¸a˜o com os
paraˆmetros ajustados para ϕ0 = 1.0
e r0 = 5.0, instala-se o regime de
reflexa˜o. Na vizinhanc¸a de z =
−80 a part´ıcula encontra uma bar-
reira de potencial intranspon´ıvel ofe-
recida pela onda e acaba por termi-
nar seu movimento afastando-se de
z = 0, i.e, com velocidade longitudi-
nal negativa, mas menor em mo´dulo
do que sua inicial. A presenc¸a da
dinaˆmica radial resguarda parte da
energia cine´tica e causa esse efeito antes ausente na dinaˆmica unidimensional. O crescimento da veloci-
dade radial comunga com o decrescimento da velocidade longitudinal, como se veˆ claramente no quadro
(a). A frequeˆncia associada ao movimento longitudinal e´ esmagadoramente superior a associada ao radial,
























































FIG. 3.1.3: (a) Evoluc¸a˜o temporal das velocidades radial (azul) e longitu-
dinal (vermelho). Espac¸o de fase (b) radial e (c) longitudinal. Paraˆmetros
utilizados: v0z = 0.4 α
−1/2, σ = 100.0, σr = 50.0, α = 0.81 e r0 = 50.0.
Os gra´ficos da FIG. 3.1.3 exploram em
detalhes o ponto rotulado por 3 mostrado
no mapa FIG. 3.1.1. A simulac¸a˜o consiste
em injetar a part´ıcula com a mesma veloci-
dade inicial de v0z = 0.4, pore´m, dez vezes
mais distante inicialmente do eixo de pro-
pagac¸a˜o da onda aceleradora, com coorde-
nada radial inicial r0 = 50.0. Como pre-
visto pelo mapa, a part´ıcula encontra-se no
regime passante. A velocidade longitudinal
final e´ positiva o que indica que a part´ıcula
na˜o foi refletida. A fac¸anha de cruzar o
ponto z = 0, onde ha´ a ma´xima barreira de
potencial poss´ıvel oferecido, assegura que a
part´ıcula na˜o encontrara´ outra barreira in-
transpon´ıvel em seu caminho. Isto porque
avanc¸a e a amplitude de potencial decresce
com |z|. Sendo assim, quando chega longe o
suficiente da origem, com o potencial total-
mente atenuado, a part´ıcula e´ ejetada com
uma velocidade longitudinal positiva e me-
nor do que a de injec¸a˜o inicial. Deve-se
isto, uma vez mais, a` transfereˆncia da ener-
gia cine´tica da direc¸a˜o longitudinal para a
radial observada por meio do crescimento
da velocidade radial em comunha˜o do de-
crescimento da velocidade longitudinal. A
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estabilidade da velocidade radial assegura que a coordenada radial da part´ıcula seguira´ crescendo in-
definidamente e na˜o ha´ para o conjunto de paraˆmetros utilizados nas situac¸o˜es exibidas na FIG.3.1.2 e









































































FIG. 3.1.4: (a) Evoluc¸a˜o temporal das velocidades radial (azul) e longitudinal
(vermelho). Espac¸o de fase (b) radial e (c) longitudinal. Paraˆmetros utilizados:
v0z = 0.57 α
−1/2, σ = 100.0, σr = 50.0, α = 0.81 e r0 = 5.0. ( rmin = 0.0096 )
O ponto rotulado por 4 no
mapa de paraˆmetros da FIG.3.1.1
representa a vizinhanc¸a da regia˜o
de maior eficieˆncia aceleradora (co-
lorac¸a˜o avermelhada). A evoluc¸a˜o
dinaˆmica referente a este ponto e´ exi-
bida em detalhes na FIG. 3.1.4. Veˆ-
se no quadro (a) dessa figura que a
velocidade inicial v0z = 0.57 α
−1/2
e´ suficiente para a velocidade lon-
gitudinal ma´xima desenvolvida pela
part´ıcula cruze a linha verde, i.e,
atinja a velocidade de fase da onda.
Do ponto de vista do referencial
fixo ligado a part´ıcula, ela interage
com ma´ximos de potencial sucessi-
vos. Atingindo a velocidade de res-
sonaˆncia, a part´ıcula e´ capturada
pelo potencial da onda. A captura
ocorre na vizinhanc¸a de z = 0, onde
a part´ıcula experimenta a maior am-
plitude de potencial poss´ıvel. Em
vez de refletida, e´ acelerada e avanc¸a
sua posic¸a˜o ultrapassando essa vizi-
nhanc¸a. A` medida que avanc¸a, as
barreiras de potencial que encontra
sa˜o menores que a ma´xima experi-
mentada na origem porque a ampli-
tude do potencial decresce com o au-
mento de |z|. Portanto, o pro´ximo
ma´ximo de potencial apo´s a captura na˜o e´ capaz de retardar o movimento da part´ıcula e empurra´-la
de volta a regia˜o z < 0. Assinatura da quebra do regime ponderomotivo, a velocidade longitudinal
oscila com alt´ıssima frequeˆncia treˆs vezes em torno da velocidade de ressonaˆncia ate´ que, quando longe
o suficiente da influeˆncia do potencial da onda, a part´ıcula encerra sua dinaˆmica com uma velocidade
longitudinal constante de vz ≈ 0.9925 α−1/2. A oscilac¸a˜o em torno da velocidade de ressonaˆncia e´ deta-
lhada no zoom do quadro (a) da figura. Explorar-se-a´ o nu´mero de oscilac¸o˜es em torno da velocidade de
ressonaˆncia como uma caracter´ıstica previs´ıvel do sistema tratado em breve. E´ interessante notar que
este mecanismo de captura automaticamente situa a part´ıcula em fase com a onda aceleradora sem que
seja necessa´ria a preocupac¸a˜o com a fase inicial relativa entre elas. Um aspecto mais interessante do
presente conjunto de paraˆmetros, entretanto, e´ o movimento da part´ıcula na direc¸a˜o radial. Assim que
a part´ıcula e´ capturada, a velocidade radial tende a diminuir e, pouco depois do evento, a relac¸a˜o r˙ < 0
e´ satisfeita. Isto pode ser entendido como um efeito de focagem, ja´ que a coordenada radial comec¸a a
decrescer. Acompanhando o espac¸o de fase radial, a coordenada radial e´ crescente desde seu valor inicial
(r0 = 5.0) ate´ as redondezas de r = 8.0 onde, enta˜o, passa a ser decrescente. Ao inve´s de afastar-se do
eixo de propagac¸a˜o da onda, a part´ıcula comec¸a a aproximar-se dele. Em seguida de um pico intenso
de decrescimento, a velocidade radial estabiliza para um valor negativo da ordem de vr ≈ −0.01 desde
r = 4.0 ate´ a vizinhanc¸a de r = 0.0. Na imineˆncia de chegar ao ponto de divergeˆncia, a velocidade
radial da´ um salto e estabiliza novamente, pore´m para um valor positivo de vr ≈ 0.01. Da´ı em diante,
a part´ıcula torna a afastar-se indefinidamente do eixo axial. O regime de foco e´ aproveita´vel, aproxima-
damente, desde t = 480 ate´ t = 920. O deslocamento aproveita´vel de foco e´ da ordem de ∆z = 5σz. Em
suma, a experieˆncia exibida na FIG. 3.1.4 mostra que a part´ıcula e´ acelerada de menos de 60% para mais
de 99% de c e permanece a uma distaˆncia radial menor do que 10% σr por um intervalo longitudinal da
ordem de 5σz durante, aproximadamente, ∆t = 440. Levando os nu´meros para o SI, supondo o intervalo
de microondas para a onda, com o nu´mero de onda ajustado para a ordem de k ∼ 102 m−1 e, portanto,
a frequeˆncia para ω ∼ 1010 rad/s calcula-se, aproximadamente, um deslocamento longitudinal da ordem
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de ∆z ∼ 5 m durante pouco mais de 0.04 µs, dos quais a part´ıcula permanece a menos de r0 = 5 cm
do eixo axial por 0.03 µs. A distaˆncia radial mı´nima calculada pela simulac¸a˜o foi de 130 µm ao eixo de





























































































































FIG. 3.1.5: Os quadros (a), (b), (c) e (d) mostram a evoluc¸a˜o temporal da velocidade longitudinal (vermelho) e radial (azul)
da part´ıcula para os paraˆmetros α = 0.81, ϕ0 = 1.0, σz = 100, σr = 50, (a) r(t = 0) = 76.59 e vz(t = 0)[α
−1/2] = 0.791,
(b) r(t = 0) = 68.86 e vz(t = 0)[α
−1/2] = 0.7824, (c) r(t = 0) = 57.98 e vz(t = 0)[α−1/2] = 0.7738 e (d) r(t = 0) = 8.8 e
vz(t = 0)[α
−1/2] = 0.7544. Esse conjunto de paraˆmetros e´ representado pelos pontos 5a, 5b, 5c e 5d no mapa FIG. 3.1.1.
A ejec¸a˜o extremamente eficiente em termos acelerativos ocorre porque a part´ıcula atinge a regia˜o
de equil´ıbrio (onde o potencial e´ atenuado e passa a na˜o mais afetar seu movimento) em tempo que
experimenta velocidade pro´xima a um dos picos de oscilac¸a˜o em torno da linha de ressonaˆncia. Pore´m,
pode ser que isto na˜o ocorra. Se a part´ıcula atingir a regia˜o de equil´ıbrio com velocidade longe do ma´ximo
da oscilac¸a˜o em torno da velocidade de ressonaˆncia, na˜o estara´ experimentando o regime acelerado mas,
sim, o passante. A seguir, ha´ quatro situac¸o˜es em que este fenoˆmeno e´ observado. Os quadros (a), (b),
(c) e (d) da FIG 3.1.5 correspondem, respectivamente, aos pontos rotulados de 5a, 5b, 5c e 5d presentes
no mapa FIG. 3.1.1. Os quatro pontos localizam-se sobre a matriz de regio˜es escuras que poluem o
regime de acelerac¸a˜o. Como esperado, em todos os casos a velocidade longitudinal final da part´ıcula
na˜o e´ superior a velocidade de ressonaˆncia e e´ pro´xima a velocidade longitudinal inicial de injec¸a˜o. Ou
seja, se o propo´sito e´ acelerar a part´ıcula, sa˜o pontos que representam a dinaˆmica ineficiente e devem ser
evitados. Como prometido, os presentes gra´ficos permitem o estudo do nu´mero de oscilac¸o˜es em torno da
velocidade de ressonaˆncia apo´s a captura. A ordem alfabe´tica do ro´tulo dos pontos e´ acompanhada pela
ordem decrescente da velocidade longitudinal inicial e da coordenada radial inicial. Como anteriormente
mencionado, a matriz intercalada de meias-luas claras e escuras parece desenhar linhas obl´ıquas para
a direita que passam pelos ve´rtices dessas figuras. Os pontos tratados foram escolhidos de maneira a
seguir uma dessas linhas. O nu´mero de oscilac¸o˜es em torno da velocidade de ressonaˆncia apo´s a captura e´
revelado ao contar com atenc¸a˜o quantas meias-luas claras encimam cada um dos pontos. Uma oscilac¸a˜o
para o ponto 5a que encima uma meia-lua clara, duas oscilac¸o˜es para o ponto 5b que encima duas
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meias-luas claras, quatro oscilac¸o˜es para o ponto 5c que encima quatro meias-luas claras e, finalmente,
sete oscilac¸o˜es para o ponto 5d que encima sete meias-luas claras. Ou seja, seguindo uma das linhas
imagina´rias, o nu´mero de oscilac¸o˜es apo´s a captura e´ acrescido de uma unidade para cada uma meia-lua














FIG. 3.1.6: Evoluc¸a˜o temporal do ganho
percentual de energia cine´tica da part´ıcula
para σ = 100.0, σr = 50.0, α = 0.81,
v0z = 0.4α
−1/2 e r0 = 5.0.
Fac¸amos uma discussa˜o sobre o mecanismo de transfereˆncia de
energia cine´tica da dimensa˜o longitudinal para radial observada
para o movimento da part´ıcula com paraˆmetros ajustados tal qual
expostos nas figuras FIG. 3.1.3 e FIG. 3.1.2. A FIG. 3.1.6 mos-
tra a evoluc¸a˜o temporal do ganho percentual de energia cine´tica
com relac¸a˜o a` inicial para o movimento da part´ıcula exibido na
FIG. 3.1.3. No per´ıodo transiente (entre injec¸a˜o e ejec¸a˜o), onde
as velocidades esta˜o sofrendo variac¸o˜es, nada de mais interessante
acontece. Pore´m, observando os extremos do movimento (muito
antes e muito depois de a part´ıcula ser refletida), percebe-se que
na˜o ha´ mudanc¸a de energia cine´tica. Os valores finais de velocidade
em cada dimensa˜o se ajustam de maneira que a energia cine´tica da
part´ıcula muito depois de refletida retorna ao seu valor original.
Isto nos permite conectar os valores iniciais das componentes da
velocidade diretamente com os respectivos valores finais (sem men-
cionar os valores transientes) atrave´s de ∆γ = 0, lembrando que o
Delta maiu´sculo quer significar a diferenc¸a entre o valor do fator
de Lorentz calculado para tempos muito distantes da reflexa˜o da
part´ıcula (t→∞) e o valor calculado no instante inicial (t = 0), i.e, ∆γ = limt→∞ γ(t)−γ(0). Portanto,
lembrando da expressa˜o (3.1.4), γ(0) = γ(∞) ⇒ v20z = v2fz + v2fr. As componentes poloidais inicial e
final da velocidade da part´ıcula na˜o precisam ser, literalmente, levadas em conta pois seus valores sa˜o
desprez´ıveis frente aos atuais valores de velocidade nas outras dimenso˜es. De fato, da FIG 3.1.2, os
valores finais das componentes de velocidade longitudinal e radial sa˜o, respectivamente, vz ≈ −0.19 e
vr ≈ 0.35 que quando operados da maneira
√
(−0.19)2 + (0.35)2 ≈ 0.4 reproduzem exatamente a velo-
cidade longitudinal inicial da part´ıcula. Para a situac¸a˜o da FIG 3.1.3 observa-se o mesmo. Enquanto
a velocidade radial cresce para vr ≈ 0.24 a longitudinal decresce ate´ atingir vz ≈ 0.32 de modo que se
calcula (0.4)2 = (0.32)2 + (0.24)2 e se sustenta a conservac¸a˜o supracitada entre a energia cine´tica inicial
e final da part´ıcula. Tal fato na˜o e´ mera coincideˆncia. A experieˆncia exibida na FIG.3.1.7 nos permite
concluir que, desde que no regime reflexivo ou passante, a part´ıcula na˜o apresenta ganho l´ıquido de ener-
gia cine´tica. Isto se justificara´ pelo formalismo da futura versa˜o 3D da aproximac¸a˜o ponderomotriz, ja´
que a velocidade longitudinal ma´xima experimentada pela part´ıcula e´ muito menor do que a velocidade



























FIG. 3.1.7: Ganho percentual de energia cine´tica vs. veloci-
dade inicial da part´ıcula. Paraˆmetros: σ = 100.0, σr = 50.0,
α = 0.81, ϕ0 = 1.0 e r0 = 5.0.
Concordando com o mapa FIG.3.1.1, na
FIG. 3.1.7 (cujo gra´fico foi gerado utilizando 3000
pontos) nota-se principalmente que: (i) ate´ as pro-
ximidades de v0z = 0.55 na˜o ha´ ganho l´ıquido de
energia cine´tica e este corresponde exatamente ao
intervalo de velocidades de injec¸a˜o para as quais a
part´ıcula na˜o experimenta o regime de acelerac¸a˜o;
(ii) na vizinhanc¸a de v0z = 0.6 o ganho percentual
de energia cine´tica e´ ma´ximo (atingindo ate´ 750%)
e (iii) a medida que a velocidade de injec¸a˜o cresce o
ganho decresce, com excec¸a˜o de alguns pontos isola-
dos que caem em ∆γ = 0. Estes correspondem exa-
tamente a`quelas regio˜es escuras de ineficieˆncia que
poluem a regia˜o de acelerac¸a˜o vistas anteriormente.
Tais regio˜es sa˜o, na verdade, regio˜es de regime pas-
sante. Portanto, esta´-se diante de um sintoma de
conservac¸a˜o que e´ uma caracter´ıstica intr´ınseca da
natureza do sistema. Nos regimes reflexivos e pas-
sante, a energia cine´tica na˜o e´ um valor conser-
vado ao longo de todo movimento, mas, sim, entre o
esta´gio inicial e final da dinaˆmica.
39



















FIG. 3.1.8: Mapa de paraˆmetros do valor mı´nimo do quociente r(t)/r0para o conjunto de paraˆmetros α = 0.81, ϕ0 = 1.0, σz = 100
e σr = 50. No eixo horizontal esta´ representado a velocidade longitudinal inicial da part´ıcula e no vertical a coordenada radial
inicial. A cor preta (azul) corresponde a` dinaˆmica de focagem (na˜o focagem). A linha pontilhada branca e´ a linha de transic¸a˜o
entre os regimes de reflexa˜o/passagem e de acelerac¸a˜o.
A menos do ponto 5a, cuja dinaˆmica se expo˜e no quadro (a) da FIG. 3.1.5, os demais pontos apresen-
tam o regime r˙ < 0 de focagem por um certo intervalo de tempo. Esta observac¸a˜o levanta as questo˜es:
Para quais conjuntos de paraˆmetros e´ poss´ıvel observar a focagem da part´ıcula? E destes, quais se en-
quadram, tambe´m, no regime de acelerac¸a˜o? Para responder, fez-se um mapa de paraˆmetros que exibe o
valor mı´nimo do quociente r(t)/r0 ao longo da dinaˆmica para cada par de valores da coordenada radial
inicial e velocidade longitudinal inicial. O resultado e´ exibido na FIG. 3.1.8. A proximidade da cor
azulada indica que o valor mı´nimo de distaˆncia ao eixo axial que a part´ıcula experimenta e´ o pro´prio
valor inicial da coordenada radial, i.e, a part´ıcula so´ faz afastar-se dele e, portanto, esta´ fora do regime
de focagem. Ja´ a proximidade da cor preta indica que a coordenada radial mı´nima experimentada pela
part´ıcula e´ pro´xima a r = 0.0, o limite imposto pelo sistema de coordenadas cil´ındrico, e indica que a
dinaˆmica da part´ıcula respectiva a esta cor e´ a de focagem, portanto. Os pontos rotulados em branco
sa˜o exatamente os mesmos presentes no mapa FIG 3.1.1, bem como a linha pontilhada branca e´ a linha
de transic¸a˜o entre os regimes de reflexa˜o/passagem e de acelerac¸a˜o vista nesse mapa. Observando o
mapa da FIG. 3.1.8, e´ claro que prevalecem as situac¸o˜es extremas azul ou preto. O mais nota´vel e´ o
seguinte: o regime de focagem esta´ em absoluto contido na regia˜o de acelerac¸a˜o e a domina quase que
unanimemente, a excec¸a˜o de uma zona estreita pro´xima a` beira da linha de transic¸a˜o. E´ previs´ıvel,
portanto, que a dinaˆmica da part´ıcula referente ao ponto 5a do mapa FIG 3.1.1 na˜o apresente foca-
gem para intervalo de tempo algum, pois este ponto localiza-se exatamente sobre a regia˜o de acelerac¸a˜o
na˜o contemplada pela colorac¸a˜o azul que indica a focagem. Diferentemente, preveˆ-se para os demais
pontos 5b, 5c e 5d o regime de focagem, pois esta˜o numa regia˜o preenchida pelo preto. E´ claro que
estamos, imprudentemente, referindo-nos a` regia˜o a` direita da linha branca como regia˜o de acelerac¸a˜o.
De fato e´, mas deve ser resguardada aquela matriz de regio˜es que correspondem ao regime passante. E´
o caso para a dinaˆmica representada pelos quatro pontos 5 explorados. De sorte, a pequena zona de
na˜o focagem inserida dentro da de acelerac¸a˜o e´ mais volumosa em pontos distantes da regia˜o de maior
eficieˆncia aceleradora, que e´ a regia˜o imagina´ria centrada em (r0, vz0) = (12.5, 0.6α
−1/2). Pro´ximo a
essa regia˜o de ma´xima eficieˆncia, a boa not´ıcia e´ que a a´rea correspondente a focagem e´ maior do que
a sua inversa. Assim, entende-se que a situac¸a˜o mais geral e´ a acelerac¸a˜o em comunha˜o da focagem.
A acelerac¸a˜o desacompanhada de focagem e´ uma excec¸a˜o ao movimento acelerado. Na pequena regia˜o
onde este fenoˆmeno faz-se presente, durante a captura da part´ıcula (na vizinhanc¸a de z = 0) o valor
me´dio do termo cos(z − t) e´ negativo e o potencial tem cara´ter atrativo. Isto implica que o valor me´dio
de dpr/dt e´ tambe´m negativo. Mas, como tanto a velocidade radial quanto a coordenada radial antes da
captura sa˜o consideradas grandes nessa regia˜o, o valor me´dio negativo na˜o e´ suficiente para diminuir o
valor da coordenada radial e focar a part´ıcula. Esta parece ser uma boa justificativa para a existeˆncia
dessa regia˜o. Corroborando com esta ana´lise, se o valor da coordenada radial inicial decresce, enta˜o a
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part´ıcula e´ acelerada e focalizada simultaneamente. O mapa FIG. 3.1.8 permite concluir que, ale´m de ser
acelerada espontaneamente independentemente de fases iniciais, a part´ıcula e´, tambe´m, espontaneamente
focada em direc¸a˜o ao eixo axial por um certo intervalo de tempo aproveita´vel. A situac¸a˜o excelente seria
aquela onde a focagem da part´ıcula se estendesse pelo maior intervalo de tempo poss´ıvel dentro de um
intervalo de distaˆncia longitudinal fisicamente aceita´vel.
Ate´ aqui, a amplitude ma´xima de potencial foi considerada fixa em ϕ0 = 1.0. Pore´m, para uma
explorac¸a˜o completa do sistema tratado neste cap´ıtulo e´ preciso que estudemos os efeitos da mudanc¸a
deste paraˆmetro. Para tanto, fez-se um mapa que exibe a velocidade longitudinal de ejec¸a˜o da part´ıcula
para diferentes valores de ϕ0 ∈ (0, 2] e de velocidade longitudinal inicial no intervalo v0z ∈ [0.4.0.9]. O
resultado e´ mostrado na FIG 3.1.9. O mapa foi constru´ıdo utilizando o conjunto de paraˆmetros α = 0.81,
σz = 100.0, σr = 50.0 e r0 = 5.0. As mesmas treˆs regio˜es de comportamento sa˜o encontradas. Devido
a semelhanc¸a entre o presente mapa e o feito anteriormente para a versa˜o unidimensional (FIG 2.1.1),
as regio˜es de mesma cor do mapa caracterizam o mesmo regime: azulada, o reflexivo; tons de cinza,
o passante e amarelada/alaranjada/avermelhada, o acelerador. A mesma matriz de meias-luas claras e
escuras respectivas ao regime passante e´ observada na regia˜o aceleradora.
Mais uma vez, como na versa˜o unidimensional do sistema, o valor ma´ximo de amplitude da onda so´ e´
decisivo no processo de determinac¸a˜o da velocidade mı´nima necessa´ria para a qual a part´ıcula encontra-
se no regime de acelerac¸a˜o, aproximadamente, na regia˜o (ϕ0, v0z) ∈ (0.0, 0.4) × (0.55, 0.9). E nesta, a
velocidade mı´nima referida decresce com o aumento da amplitude ma´xima de potencial. Fora desta, o
limite entre os regimes reflexivo, passante e acelerador independe da amplitude de potencial e e´ uma reta
vertical imagina´ria que passa por, aproximadamente, vz0 = 0.55α
−1/2. O regime passante se extingue
para ϕ0 > 1.0 e so´ se faz presente acima disso nas regio˜es escuras em forma de meia-lua mescladas a` regia˜o
de acelerac¸a˜o. O olhar atento vera´ uma regia˜o branca delgada e obl´ıqua presente no mapa caracterizada
pelo valor pro´ximo ao zero de velocidade longitudinal final. Quando nesta regia˜o, a part´ıcula presencia
a transfereˆncia total de energia cine´tica na forma longitudinal para a radial (vfz = 0 e vrf = vz0). Nesse
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FIG. 3.1.9: Mapa da velocidade longitudinal de ejec¸a˜o vs. ϕ0 para σz = 100.0, σr = 50.0, α = 0.81 e r0 = 5.0. O eixo horizontal
exibe a velocidade inicial de injec¸a˜o da part´ıcula enquanto o eixo vertical a amplitude ma´xima de potencial. As velocidades sa˜o
exibidas em unidades de α−1/2.
Durante as simulac¸o˜es, fixou-se α = 0.81. Como mostrado na versa˜o unidimensional do presente
sistema, se o valor da velocidade de fase da onda e´ acrescido, isto e´, aumentando o valor de α, o menor
valor necessa´rio para localizar a part´ıcula no regime acelerador diminui. Apesar de os limites entre
as regio˜es de diferentes comportamentos serem modificados, a f´ısica por tra´s de todo processo na˜o e´
modificada. Por esta raza˜o, o paraˆmetro α, assim como os paraˆmetros σz e σr, deve ser encarado e
entendido como um fator de escala.
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3.2 Aproximac¸a˜o ponderomotriz do sistema tridimensional
As soluc¸o˜es de posic¸a˜o e momentum da part´ıcula calculadas na sec¸a˜o anterior, dentro do regime na˜o
ressonante, apresentam um sintoma generalizado: assim como na precedente versa˜o unidimensional,
existe uma sequeˆncia de pequenas vizinhanc¸as de pontos no espac¸o de configurac¸a˜o e de fase onde ha´
grande variac¸a˜o da referida varia´vel em estudo. Essa observac¸a˜o nos permite inferir novamente que ha´
um comportamento me´dio, de baixa frequeˆncia, ligados a outro comportamento de frequeˆncia superior.
Reservou-se esta sec¸a˜o ao interesse de investigar as soluc¸o˜es por interme´dio de um conjunto autossufici-
ente de novas varia´veis cuja frequeˆncia de oscilac¸a˜o e´ baixa comparada a`s frequeˆncias de oscilac¸a˜o das
varia´veis do sistema original. A descric¸a˜o da dinaˆmica sera´ responsabilizada u´nica e exclusivamente a
um novo conjunto de coordenadas que devem representar os valores me´dios das soluc¸o˜es. Essas novas
coordenadas sera˜o eleitas, mais uma vez, via tecnologia das Transformac¸o˜es Canoˆnicas. Indicaremos os
novos momenta conjugados transformados a`s coordenadas r, θ e z, respectivamente, como Pr, Pθ e Pz e
as novas coordenadas como R, Θ e Z cada uma fazendo correspondeˆncia com a sua coordenada escrita
na forma minu´scula. Pore´m, deve-se fazer algumas observac¸o˜es importantes para simplificar a discussa˜o.
No formalismo do sistema original, o momentum conjugado a` coordenada θ mostrou-se uma constante de
movimento e na˜o ha´ situac¸a˜o mais simples do que esta. Portanto, e´ inteligente construir a transformac¸a˜o
canoˆnica de tal modo que o momento conjugado a coordenada θ na˜o se modifique, para que na˜o percamos
essa informac¸a˜o valiosa de simetria. Tambe´m, o movimento me´dio da part´ıcula ao longo das coordena-
das θ e r mostrou-se fracamente oscilato´rio no entorno de uma, enta˜o, posic¸a˜o me´dia. Ao menos, menos
significativamente do que para a outra coordenada do trio, que e´ o que interessa. Dessa maneira, na˜o e´
nosso interesse que modifiquemos estas coordenadas tambe´m. Em suma, a transformac¸a˜o canoˆnica deve
introduzir uma nova coordenada e momentum somente com respeito a` coordenada z e momentum pz.
Quer-se verificar, enta˜o, que haja um termo responsa´vel por introduzir informac¸o˜es do cara´ter lento de
escala de tempo somente para a coordenada z e momentum pz. A transformac¸a˜o canoˆnica deve manter
inalteradas as coordenadas r e θ bem como os momenta conjugados a estas. Ou seja, se quer a identidade
das varia´veis originais e transformadas para
r = R, pr = Pr, θ = Θ, e pθ = Pθ,
e associar para a coordenada z e momentum pz varia´veis de baixa frequeˆncia que, mediante adequada
correc¸a˜o que mencione as escalas lentas de tempo, reproduzam os valores das originais. O que se fara´
a seguir e´ a deduc¸a˜o da aproximac¸a˜o ponderomotriz feita no Cap´ıtulo 2 em uma versa˜o tridimensional.
Introduzir-se-a´, mais uma vez, novas func¸o˜es hz e hpz que conte´m somente informac¸o˜es da escala ra´pida
de tempo, respectivamente a` posic¸a˜o z e ao momentum pz, identificadas como
z = Z + hz e pz = Pz + hpz. (3.2.1)
tais que retiram de responsabilidade das varia´veis me´dias o trato das altas frequeˆncias. Demos proveito
a` transformac¸a˜o
(r, θ, z, pr, pθ, pz)→ (R,Θ, Z, Pr, Pθ, Pz)
utilizando uma func¸a˜o geradora escolhida como
F (r, θ, z, Pr, Pθ, Pz, t) = rPr + θPθ + zPz + f(r, z, Pr, Pθ, Pz, t) (3.2.2)
que, mais uma vez, a menos da parcela f(r, z, Pr, Pθ, Pz, t), e´ a Transformac¸a˜o Canoˆnica Identidade. A
func¸a˜o f(r, z, Pr, Pθ, Pz, t) e´, por hipo´tese, cont´ınua e suficientemente deriva´vel e, novamente, e´ sob ela
que se deposita a esperanc¸a de obter uma func¸a˜o hamiltoniana transformada que seja isenta de termos




















, e K = H+ ∂F
∂t
. (3.2.3)
Aqui, K e´ a func¸a˜o hamiltoniana transformada. Como previsto, esta func¸a˜o geradora dara´ origem a
uma transformac¸a˜o canoˆnica que mantera´ inalterado o momentum pθ. Isto e´ evidente, porque a par-
cela f(r, z, Pr, Pθ, Pz, t) na˜o depende explicitamente da coordenada θ. Mas na˜o e´ gratuitamente que
ganhamos o mesmo para o momento pr e nem para as coordenadas r e θ. O problema se resolveria se
considera´ssemos que e´ poss´ıvel atingir nosso objetivo fazendo uso de uma func¸a˜o que tivesse unicamente
a dependeˆncia f = f(z, Pz, t). Uma restric¸a˜o dessa magnitude, infelizmente, mostrou-se invia´vel. Al-
ternativamente, a considerac¸a˜o de que certas derivadas da func¸a˜o F tal qual exibida em (3.2.2) sa˜o de
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ordens de grandeza muito inferior a` outras, resolveu o problema. Assim, na˜o se reproduzira´, a rigor,
uma transformac¸a˜o identidade para as coordenadas desejadas, mas algo pro´ximo e, o que e´ importante,
eficaz. A alterac¸a˜o significativa se dara´ para a coordenada z e seu respectivo momentum. Evocando a










































, que teˆm o papel de corrigir os valores das respec-
tivas varia´veis originais para o valor das transformadas, tem ordem de grandeza muito inferior tanto a,
respectivamente, r, Pr e θ, quanto a
∂f
∂Pz
e ∂f∂z , a transformac¸a˜o se simplifica para a identidade na forma
r = R, pr = Pr, θ = Θ, e pθ = Pθ,
que e´ exatamente a de interesse, onde ha´ identidade entre as varia´veis do sistema completo e do mediante
aproximac¸a˜o ponderomotriz. O hamiltoniano se transformara´ da forma





Como encorajado pela versa˜o unidimensional da presente aproximac¸a˜o, tomemos ∂f∂z = −∂f∂t . Cruzando
estas equac¸o˜es com a observac¸a˜o feita em (3.2.1), percebe-se que as quantidades responsa´veis pela con-
tenc¸a˜o das escalas lentas de tempo - hz e hpz - sa˜o identificadas como sendo as derivadas da func¸a˜o
f(r, z, Pr, Pθ, Pz, t), respectivamente com relac¸a˜o a Pz e a t (a rigor, esta´ u´ltima seria com relac¸a˜o a z)
exatamente como na versa˜o 1D. Ou seja, identifica-se
hz = − ∂f
∂Pz
e hpz = −∂f
∂t
. (3.2.6)
As quantidades me´dias, como enfaticamente lembrado, na˜o devem conter termos de alta frequeˆncias.
Assim, essa versa˜o tridimensional da func¸a˜o f tem tambe´m a missa˜o de resguardar em si todo e qualquer
termo desta natureza. A sua construc¸a˜o procede identicamente a` da sua antiga versa˜o. O andamento
da versa˜o tridimensional da aproximac¸a˜o ponderomotiva se da´ de maneira ideˆntica a do unidimensional
feita no Cap´ıtulo 2. A versa˜o tridimensional do fator relativ´ıstico γ(r, pr, pθ, pz) se transforma como,
partindo de (3.1.9) e usando (3.2.1)









+ (Pz − h)2
)
, (3.2.7)
onde definiu-se h = ∂f/∂t. A ideia e´, mais uma vez, expandir em Se´rie de Taylor o fator γ em torno da









∂hn . Aliada a` esta,
a expansa˜o da func¸a˜o geradora em torno da amplitude ma´xima de potencial nula culmina na mesma
natureza de expansa˜o para o pro´prio hamiltoniano. Considerando termos somente ate´ segunda ordem
na amplitude ma´xima, os componentes de alta frequeˆncia podem ser removidos do hamiltoniano (3.2.5)




























2 = 0. (3.2.9)
Via integrac¸a˜o direta com relac¸a˜o ao tempo, obte´m-se1











1A notac¸a˜o P na lista de argumentos das func¸o˜es quer resumir o conjunto {pr, pθ, Pz}. Como na˜o se faz necessa´rio a
considerac¸a˜o de soluc¸o˜es gerais para as func¸o˜es fn, opta-se por escolher as soluc¸o˜es como exibido em (3.2.9).
43
3.2 Aproximac¸a˜o ponderomotriz do sistema tridimensional 44
e













donde se conclui a func¸a˜o geradora como
F(z, r, P, t) = rPr + θPθ + zPz + ϕ0 1
1 + γ1


























A func¸a˜o geradora (3.2.12) fabrica a versa˜o tridimensional do hamiltoniano ponderomotriz tal qual
















que e´ isento de qualquer uma das varia´veis de alta frequeˆncia. Os coeficientes da expansa˜o do fator
relativ´ıstico sa˜o func¸o˜es apenas dos momenta e da coordenada r, todos de baixa frequeˆncia. Para
encerrar sua deduc¸a˜o, so´ basta calcular a versa˜o tridimensional dos coeficientes da expansa˜o do fator de
Lorentz. Para economizar a notac¸a˜o, usar-se-a´ a definic¸a˜o





+ P 2z . (3.2.14)



























= Γ(P ). (3.2.16)
pois sera´, mais uma vez, uma quantidade recorrente e e´ ana´loga ao fator relativ´ıstico nas coordenadas














r2 + (Pz − h)2


















∂ (Pz − h)
∂h





















e conclui-se que os coeficientes da expansa˜o do fator de Lorentz transformado sa˜o1
γ0 = Γ,














1De (3.2.16), segue αΓ2 − Pz = α+ p2r + p2θ/r2
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Levando os coeficientes (3.2.18) para (3.2.13), a versa˜o tridimensional do hamiltoniano ponderomotivo
e´
K(r, Z, P ) = Γ +
ϕ20
4















Apo´s a remoc¸a˜o dos componentes de alta frequeˆncia, o sistema e´ regido por um hamiltoniano expli-
citamente independente do tempo. O sistema descrito pelas varia´veis de baixa frequeˆncia e´ (assim como
previsto, tambe´m, pela versa˜o unidimensional do formalismo e esperado genericamente), portanto, con-
servativo. Conforme visto nas simulac¸o˜es de soluc¸o˜es do sistema completo, a part´ıcula comec¸a e encerra
sua dinaˆmica muito afastada da origem. Nestes extremos, Z  σz de modo que a parcela de energia
potencial e´ atenuada e a part´ıcula experimenta somente energia significativa na forma cine´tica. Por
isso, no desfecho de sua dinaˆmica, sua velocidade deixa de oscilar e assume um valor final bem definido.
Pela confusa˜o que ha´ entre as varia´veis originais e transformadas nestes extremos, podemos empregar o
formalismo descrito aqui para estuda´-los. Da constaˆncia do hamiltoniano transformado segue que, para
quaisquer dois instantes de tempo t1 > t2,
∆K = K(t2)−K(t2) = 0
Utilizando os instantes de tempo extremos, conclui-se que
lim
t→∞K(t)−K(0) = limt→∞Γ(t)− Γ(0) = ∆Γ = 0.
Ou seja, quando vigora o regime ponderomotivo, o valor inicial de energia cine´tica e´ transmitido para o
valor final. Pela confusa˜o entre as varia´veis, Γ(0) = γ(0) e Γ(∞) = γ(∞) de modo que, de (3.1.9),
∆Γ = 0⇒ ∆γ = 0⇒ v20z = v2fz + v2fr
e obtemos a expressa˜o prevista nas simulac¸o˜es: o valor do mo´dulo da velocidade da part´ıcula e´ transmitido
do valor inicial para o final. A velocidade na direc¸a˜o θ e´ desprez´ıvel comparada aos valores de velocidade
nas outras direc¸o˜es, e, por isso, na˜o a levamos em conta. Com essa interpretac¸a˜o, de que o regime
na˜o ressonante e´ fruto do potencial ponderomotivo, conseguimos entender corretamente como e´ feita a
transfereˆncia da velocidade longitudinal inicial para a velocidade radial final da part´ıcula.
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3.2.1 Equac¸o˜es de evoluc¸a˜o da aproximac¸a˜o ponderomotriz tridimensional
Calculada a versa˜o tridimensional do hamiltoniano que rege a dinaˆmica da aproximac¸a˜o ponderomotiva,
atentemos a obtenc¸a˜o das equac¸o˜es de evoluc¸a˜o temporal das varia´veis de baixa frequeˆncia do sistema.
Pela tecnologia das transformac¸o˜es canoˆnicas, as equac¸o˜es de Hamilton mante´m a mesma exata forma.













Sera´ nosso interesse, tambe´m, obter a velocidade radial prevista pelo formalismo ponderomotivo a fim
de compara´-la com a mesma previsa˜o feita pelo sistema original. Tal velocidade sera´ referida por Vr e a





Comecemos pelo movimento longitudinal. A equac¸a˜o que da´ a variac¸a˜o temporal do momentum conju-
gado e´ mais simples de ser obtida. Envolve apenas uma derivac¸a˜o com respeito a Z do hamiltoniano,










































(K − Γ) .
Para efetuar a derivac¸a˜o parcial com respeito a Pz no hamiltoniano e, eventualmente, na func¸a˜o geradora
nos apoiaremos novamente na definic¸a˜o de func¸o˜es auxiliares. As func¸o˜es auxiliares no presente caso
tridimensional sera˜o ana´logas a suas precedentes (2.2.21). Definiremos, mutatis mutandis,
M˜(n,m)
def
= Γn(Pz − αΓ)m, (n,m ∈ Z), (3.2.22)
onde o diacr´ıtico til quer distinguir a presente versa˜o tridimensional dessas func¸o˜es de suas correspon-
dentes unidimensionais. Em termos destas func¸o˜es podemos reescrever o hamiltoniano (3.2.19) como




















A obtenc¸a˜o da derivada com respeito a Pz das func¸o˜es auxiliares exige que saibamos derivar do fator Γ.

















(Pz − αΓ)m + Γn ∂
∂Pz
(Pz − αΓ)m
= nΓn−1(Pz − αΓ)m ∂Γ
∂Pz
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z − (n+m)PzΓ +mΓ2
]
. (3.2.25)
A explorac¸a˜o do movimento radial exige que saibamos as derivadas de M˜(n,m) com respeito ao momentum

























Γn−1(Pz − αΓ)m−1 [nPz − α(n+m)Γ] .
(3.2.26)

















Para obter as velocidades me´dias longitudinal e radial basta que atentemos a`s derivadas da func¸a˜o auxiliar




− 1αP 2z + 3PzΓ− 2Γ2





pr (−Pz + 3αΓ)
αΓ3(Pz − αΓ)3 . (3.2.30)































































































1 + (K − Γ)
[
3Γ− Pz/α
Γ (Pz − αΓ) +
2αΓ
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As equac¸o˜es que ditam a evoluc¸a˜o dinaˆmica da posic¸a˜o me´dia bem como do momentum conjugado a






















1 + (K − Γ)
[
3Γ− Pz/α
Γ (Pz − αΓ) +
2αΓ






Analisando as equac¸o˜es obtidas podemos entender alguns comportamentos gerais do movimento da
part´ıcula quando em vigor o regime ponderomotivo. Nos instantes extremos, injec¸a˜o (t = 0) e ejec¸a˜o
(t → ∞), a energia da part´ıcula e´ puramente cine´tica. Portanto, segue que nestes instante K − Γ = 0.
Isso implica que, de (3.2.32), P˙z = 0. I.e., o movimento me´dio da part´ıcula na direc¸a˜o longitudinal deve
se dar fracamente oscilato´rio nos instantes iniciais e de igual natureza nos finais, porque a velocidade
me´dia nesses instantes deve ser constante. De fato, e´ o observado. Essa velocidade constante, por sua
vez, e´ calculada atrave´s de (3.2.33) que se simplifica apenas para Z˙ = Pz/αΓ. O movimento na direc¸a˜o
radial deve se confundir com o previsto pelas equac¸o˜es do sistema completo, porque, de (3.2.34), na
situac¸a˜o em que K− Γ = 0, a velocidade radial da part´ıcula obedece a mesma equac¸a˜o (3.1.11) prevista
pelo sistema original. Ainda, como na˜o ha´ previsa˜o de altas frequeˆncias associadas ao movimento radial,
a equac¸a˜o da velocidade radial da presente aproximac¸a˜o e do sistema original devem diferir por um
valor muit´ıssimo pequeno mesmo para os instantes de tempo intermedia´rios entres os extremos. Este
valor devera´ referir-se, exatamente, ao pequeno desvio da me´dia que a velocidade radial da part´ıcula
experimenta.
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FIG. 3.2.1: Comparac¸a˜o entre a evoluc¸a˜o temporal da velocidade longitudinal (vermelho)
e radial (azul) da part´ıcula prevista pelo sistema original e ponderomotivo (curvas pretas
so´lida e pontilhadas) . Paraˆmetros α = 0.81, ϕ0 = 1.0, σz = 100, σr = 50 e velocidade
inicial v0z = 0.3 α
−1/2.
Esta subsec¸a˜o destina-se a
expor a soluc¸a˜o nume´rica das
equac¸o˜es (3.2.32), (3.2.33)
e (3.2.34) e comparar com
a soluc¸a˜o das equac¸o˜es das
varia´veis do sistema original.
Ao lado, a FIG 3.2.1 com-
para as soluc¸o˜es de veloci-
dade longitudinal e radial do
sistema original (curvas, res-
pectivamente, em vermelho e
em azul) com as respectivas
velocidades calculadas pela
soluc¸a˜o das equac¸o˜es obtidas
pela aproximac¸a˜o pondero-
motriz para v0z = 0.3 α
−1/2.
As curvas pontilhadas supe-
rior e inferior sa˜o os en-
velopes da curva de velo-
cidade longitudinal previstos
pela, respectivamente, maxi-
mizac¸a˜o e minimizac¸a˜o das
derivadas temporais parciais
da func¸a˜o geradora. Estas curvas sa˜o calculadas exatamente da mesma maneira que na versa˜o unidi-
mensional. A curva pontilhada sobre a curva azul (a velocidade radial do sistema original) e´ a curva de
velocidade radial prevista pela aproximac¸a˜o ponderomotriz. Percebemos que as curvas concordam muito
satisfatoriamente. Esta concordaˆncia assegura a tomada do setor de varia´veis radiais como diretamente
de baixa frequeˆncia. Igualmente satisfato´rio e´ o casamento entre a curva em cinza com a curva em preto
so´lida. Estas curvas, sa˜o, respectivamente, a me´dia mo´vel da velocidade longitudinal calculada pelo



































































FIG. 3.2.2: Comparac¸a˜o entre a evoluc¸a˜o temporal da velocidade longitudinal (vermelho)
e radial (azul) da part´ıcula prevista pelo sistema original e ponderomotivo (curvas pretas
so´lida e pontilhadas) . Paraˆmetros α = 0.81, ϕ0 = 1.0, σz = 100, σr = 50 e velocidade
inicial v0z = 0.4 α
−1/2.
A FIG 3.2.2 exibe o
mesmo tipo de comparac¸a˜o
entre as dinaˆmicas do sis-
tema original e ponderomo-
tivo para o ponto rotulado
por 2 do mapa FIG. 3.1.1.
Trata-se da mesma figura
mostrada no quadro (a) da
FIG. 3.1.2, mas em cons-
traste das curvas revistas
pelo hamiltoniano pondero-
motivo, mostrado pelas li-
nhas pontilhadas em preto.
A part´ıcula e´ lanc¸ada com
velocidade longitudinal ini-
cial igual a v0z = 0.4 α
−1/2.
Mais uma vez, os envelo-
pes previstos pelo hamilto-
niano ponderomotivo corres-
pondem muito satisfatoria-
mente ao envo´lucro da curva
de velocidade longitudinal
prevista pelo hamiltoniano
original. A previsa˜o ponderomotiva de velocidade radial acompanha muito bem a previsa˜o do hamilto-
niano original, bem como a curva da me´dia mo´vel de velocidade longitudinal (em cinza) prevista pelo
hamiltoniano original acompanha a curva de velocidade longitudinal ponderomotiva. A maior proximi-
dade da velocidade longitudinal ma´xima a velocidade de ressonaˆncia atingida pela part´ıcula lanc¸ada com
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v0z = 0.4c do que com v0z = 0.3c acarreta em uma pequena perda de qualidade na descric¸a˜o ponderomo-
tiva. Tal resultado e´ esperado visto que flagra a validade da aproximac¸a˜o que se propo˜e. Mesmo assim, a
previsa˜o ainda e´ boa o suficiente. E´ poss´ıvel que a considerac¸a˜o de maiores ordens na aproximac¸a˜o seja
capaz de curar tal perda. Entretanto, na˜o se pode garantir a cura uma vez que a falha da aproximac¸a˜o
































































FIG. 3.2.3: Comparac¸a˜o entre a evoluc¸a˜o temporal da velocidade longitudinal (vermelho)
e radial (azul) da part´ıcula prevista pelo sistema original e ponderomotivo (curvas pretas
so´lida e pontilhadas) . Paraˆmetros α = 0.81, ϕ0 = 1.0, σz = 100, σr = 50 e velocidade
inicial v0z = 0.4 α
−1/2.
A comparac¸a˜o entre as
dinaˆmicas referente ao ponto
rotulado por 3 no mapa
de paraˆmetros FIG. 3.1.1
e´ exibido na FIG. 3.2.3.
Trata-se da mesma figura
mostrada no quadro (a) da
FIG. 3.1.6, mas em con-
traste das curvas revistas
pelo hamiltoniano pondero-
motriz. As curvas pontilha-
das superior e inferior sa˜o
os envelopes de velocidade
e a que acompanha a curva
azul e´ a velocidade radial
prevista pelo hamiltoniano
ponderomotriz. A part´ıcula
e´ lanc¸ada com a mesma ve-
locidade v0z = 0.4 α
−1/2,
pore´m, a` distaˆncia inicial do
eixo de propagac¸a˜o da onda
de r0 = 50.0. A part´ıcula
encontra-se em regime pas-
sante e o gra´fico mostra que a aproximac¸a˜o ponderomotriz descreve satisfatoriamente o movimento da
part´ıcula tambe´m neste regime. A curva cinza e em preto so´lido, que representam, respectivamente, a
me´dia mo´vel da velocidade longitudinal e a mesma prevista pelo hamiltoniano ponderomotivo, concordam
muito satisfatoriamente. A distaˆncia significativa entre a velocidade ma´xima longitudinal experimentada
pela part´ıcula da velocidade de fase da onda recupera uma certa qualidade entre a me´dia mo´vel e a pre-
visa˜o de me´dia do formalismo ponderomotivo.
Na situac¸a˜o em que a part´ıcula e´ capturada pelo potencial e acelerada ate´ pro´ximo a velocidade
da luz no va´cuo a aproximac¸a˜o ponderomotiva deixa de ter validade, pois nesse regime a dinaˆmica
ponderomotiva da´ lugar a` dinaˆmica de acelerac¸a˜o. Os gra´ficos referentes a essa situac¸a˜o, como FIG. 3.1.3
e FIG. 3.1.4 mostram claramente o limite de validade do regime ponderomotivo e denunciam que o
mecanismo de captura se da´ devido a quebra deste regime.
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4 Considerac¸o˜es finais e perspectivas futuras
N esta dissertac¸a˜o se propoˆs um modelo alternativo tridimensional de acelerac¸a˜o de part´ıculas carre-gadas, motivado pela feliz ana´lise do mesmo modelo em sua versa˜o unidimensional. O processo de
acelerac¸a˜o de uma part´ıcula de teste baseou-se na presenc¸a de uma onda eletrosta´tica de alta frequeˆncia
e lentamente modulada. A modulac¸a˜o de sua amplitude se da´ ao longo da direc¸a˜o de propagac¸a˜o da
onda. A onda possui, tambe´m, um perfil e amplitude transversal de variac¸a˜o lenta. Ambos perfis de
modulac¸a˜o sa˜o feitos por func¸o˜es Gaussianas. Pec¸a-chave da ana´lise do movimento da part´ıcula teste
sob a ac¸a˜o da onda aceleradora, os mapas de paraˆmetros preparados nesta dissertac¸a˜o nos permitiram
identificar treˆs poss´ıveis regimes: o regime reflexivo, onde a onda funciona como um espelho que re-
flete a part´ıcula; o regime passante, no qual a part´ıcula atravessa a onda eletrosta´tica sem apresentar
acelerac¸a˜o significativa; e, por fim, o regime acelerativo, em que a part´ıcula e´ eficientemente acelerada
por um ajuste automa´tico da fase relativa de movimento entre ela e a onda.
Uma vez estabelecidos os paraˆmetros e condic¸o˜es iniciais que localizam a part´ıcula em regime reflexivo
ou passante, se propoˆs uma descric¸a˜o de movimento baseada em uma aproximac¸a˜o ponderomotiva.
Nesta, os componentes de alta frequeˆncia responsa´veis pelas variac¸o˜es em escala ra´pida de tempo foram
suprimidos. Em seu lugar, os componentes de escala lenta de tempo passam a descrever o movimento da
part´ıcula atrave´s de um sistema f´ısico remanescente conservativo (como era de se esperar, visto a regeˆncia
ponderomotiva). Tal sistema proveˆ satisfato´rias previso˜es do valor me´dio das velocidades longitudinal
e radial da part´ıcula. Com este, fomos capazes, tambe´m, de prever corretamente a relac¸a˜o entre a sua
velocidade de injec¸a˜o e ejec¸a˜o. A validade da aproximac¸a˜o ponderomotiva e´ limitada a`s regio˜es que a
localizam longe do regime ressonante. A aproximac¸a˜o falha quando a velocidade longitudinal ma´xima da
part´ıcula aproxima-se da velocidade de fase da onda que a acelera. O mecanismo de acelerac¸a˜o manifesta-
se atrave´s da quebra do regime ponderomotivo. Quando a velocidade longitudinal ma´xima da part´ıcula
alcanc¸a a velocidade de fase da onda, a part´ıcula e´ capturada pelo campo ele´trico da onda e acelerada
ate´ muit´ıssimo pro´ximo a velocidade da luz no va´cuo. Concomitante a` acelerac¸a˜o eficiente, observou-se
um comportamento adicional caracter´ıstico deste processo: a focagem da part´ıcula em direc¸a˜o ao eixo
de propagac¸a˜o da onda. Sob condic¸o˜es adequadas, enquanto a velocidade da part´ıcula atinge valores ta˜o
pro´ximos da velocidade da luz (em tese) quanto se queira, a part´ıcula instala-se muito pro´xima ao eixo
de propagac¸a˜o da onda por um intervalo de tempo aproveita´vel.
Alguns efeitos devem ser adicionados ao modelo proposto em virtude de dota´-lo da capacidade de
prover descric¸o˜es mais real´ısticas e prever resultados melhor condizentes com a experimentac¸a˜o. Os
efeitos de “space-charge” sa˜o importantes de levar em conta quando considerarmos um feixe denso de
part´ıculas ao inve´s de uma part´ıcula-teste solita´ria. A focagem presente no regime de acelerac¸a˜o devera´
competir contra a repulsa˜o coulombiana entre as part´ıculas do feixe. A densidade de carga poderia
modificar significativamente a intensidade do campo ele´trico. Nesse caso, deve-se considerar a dinaˆmica
auto consistente dos campos e densidades de carga. Ale´m disso, o problema de radiac¸a˜o deve ser levado
em conta em func¸a˜o dos gradientes de acelerac¸a˜o das part´ıculas. O comportamento batizado de “uphill
acceleration” por Bauer et al [12] e´ satisfatoriamente previsto pela abordagem hamiltoniana feita neste
trabalho. Por isso, e´ interessante que futuramente se explore esse aspecto exibindo-o em mais detalhes.
Apesar da simplicidade do modelo proposto, seu estudo providencia so´lidas direc¸o˜es de como explo-
rar os aspectos de acelerac¸a˜o concomitante a focagem de uma part´ıcula carregada e revela a fecunda
fenomenologia da quebra do regime ponderomotivo.
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